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1. Representacion de funciones discretas en programacion
lineal mixta

Para modelar las funciones discretas, como la funcion escalon, con restricciones lineales se pueden
aplicar dos enfoques. El primero es un enfoque topoldgico para determinar las regiones factibles en un
plano continuo-discreto (ordenadas-coordenadas). El segundo es un enfoque 16gico, més intuitivo, en el
que se introducen variables binarias para modelar expresiones 16gicas. Asi, se hace uso de la
programacion lineal mixta para la expresion y resolucion (eficaz) de las funciones discretas, evitando el
uso de las conectivas l6gicas de la programacion con restricciones.

En lo que sigue, x es una variable real, s y sl son variables binarias, y [m,M] es el dominio de x.

Si la variable binaria s se interpreta como una variable logica, su complemento se expresa como 1-s. La
disyuncion exclusiva v1@v2 se expresa con la variable logica auxiliar s como v1s+v2(1-s). Una
inecuacion "x operador (v1 si s) 0 (v2 sino s)" se expresa como "x operador v1s+v2(1-s)".

1.1. Funcion escalon 0-1
La funcion escaldn se describe mediante las restricciones: Si x<D y x=m entonces s=0. Si x<M y x=D

_ D, para s =0 m, para s =0
entonces s=1. Es decir: x < y X2 , que se expresan en las dos
M, para s =1 D, para s =1

restricciones lineales mixtas: X(5) < D(1—s)+ Ms y x(s) =2m(l—s)+ Ds.

X A X(s)=Ds
Modelo en OPL: esca01l.prj y esca0l.osc.
D
Nota: Para x=D, hay dos posibles valores de s porque las
m > inecuaciones describen intervalos cerrados.
10 1
1.2. Funcion escalon 1-0

La funcion escalon se describe mediante las restricciones: Si x<D y x=m entonces s=1. Si x<M y x=D

_ M, paras=0 D, para s =0
entonces s=0. Es decir: x < y X2 , que se expresan en las dos
D, para s =1 m, para s =1

restricciones lineales mixtas: x(5) < M (1—s)+ Ds y x(s) = D(1 —s)+ ms.
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X A
M
Modelo en OPL: escal0.prj y escal0.osc.
Nota: Para x=D, hay dos posibles valores de s porque las
inecuaciones describen intervalos cerrados.
m
» s
0 1 x(s)=D(1-s)

Otra alternativa para modelar funciones discretas es mediante la composicion de funciones discretas
conocidas. Por ejemplo, la funcién escalén 1-0 ( f, (X)) se puede expresar en términos de la funcion

escalén 0-1 ( f .0, (X)) como [ 10(x) =1— f 0, (x).

En 1), f, o;(X) estarepresentada por s, porlo que f, ,(x)=1—s. Paraobtener las restricciones
que la modelan (x(s)), basta con hacer el cambio de variable s por 1-s:
x<D(A-85)+Ms=>x<D(A-(1-s5)+M(A—-s)=Ds+M(—-s)y
x2m(l—-s)+Ds=>x2m(l-1+s5)+D(1—5)=ms+ D(1—1s), por lo que se llega a las
mismas restricciones.

1.3. Funcion delta de Kronecker

En el plano real, la delta de Kronecker se puede especificar por composicion de las funciones escalon 01
y 10 como muestra la siguiente figura:
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S1 A
x<D(1-s,)+ Ms,
x=>ms, +D(l—s
Sl = f‘eSCIO(x) : ( 1) X
51:1 Sl:()
S> A
x<D(-s,)+ Ms,
> —
S2 = fescOl(x) Y= m(l Sz) N DSZ X
=0 =1
K, A 5
si=1 $1=0
S,= 52:1
Kp(X) = foer0(X) + [ (X) —1 | N
I v
SI_O
52:l

Asi, las restricciones que describen a la funcion delta de Kronecker vendrian dadas por lo siguiente, si
especificasen intervalos cerrados:

x=ms, +D(-s,)
x<Ds +M(-s,)
x<D(-s,)+ Ms,
x2m(l-s,)+ Ds,
s=s5+s,—1

1.4. Funcion pulso cuadrado
l,xe (D,,D,)
0,e.0.c.

Para obtener la funcion pulso cuadrado se aplicard también la composicion de funciones discretas, como
se observa en la siguiente figura:

Definimos la funcién pulso cuadrado como pc), ;, (x) = {
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S A
x=ms, +D,(1-s,
x<Ds, +M{-s
Sl :feSCIO(x) 171 1 X>
S1:1 51:0
Sy A
x<D,(1-s,)+ Ms,
Sy = foo (%) x2m(l-s,)+D,s, X»
S2:O SZ:I
S3 A
s;=1 $;1=0 $;=0
52:() 82:0 82:1
S3 :fe.YCIO(x)—i_fescOl(x) X>
S A
S =1=(f o510 (X) + foge01 (X)) X >
m Dl D2 M

Asi, las restricciones que describen a la funcion pulso cuadrado vendrian dadas por:
x2ms, +D,(1-s))

x<Ds,+M(1-s))

x<D,(1-s,)+ Ms,

x=2m(l-s,)+D,s,

s=1-(s, +s,)

Sustituyendo s, de la ultima ecuacion en las anteriores inecuaciones, se obtiene:
x2ms, +D,(1-s))

x<Ds+M(1-s))

X<D,(s,+s)+M(—-s5,-5)

xzm(s, +s)+D,(1-s5,—5)

s+s, <1

Modelo en OPL: pulscuad.prj y pulscuad.osc.

1.5. Funcion Delta de Kronecker

La funcién Delta de Kronecker, que se ilustra en la siguiente figura se modelaria con las mismas

restricciones anteriores con D) = D —¢€ y D, = D + €, siendo € un nimero lo suficientemente

pequefio.
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A
S
X
>
m D—-e:D+e¢ M
D
xzms, +(D—-€)1-s5,))
x<(D=-€&)s,+M(1-5,)
xX<(D+e)(s, +s)+MA~-s,—5)
xz2m(s, +s)+(D+e)l-s, —5)
s+s, <1
Modelo en OPL: deltaK.prj y deltaK.osc.

1.6. Funcion constante discontinua en un intervalo

Se representa en la siguiente figura, y se representa mediante la disyuncion exclusiva
(x2mAx<D,)®(x =D, Ax<M).Usando la variable binaria s que denota el argumento de la
disyuncion exclusiva que se cumple, se reescribe con restricciones de manera analoga al punto 1) como:
x<Ds+M(1-5s)
x2ms+D,(1-ys)

A

S

X

m D, D, M > Modelo en OPL: discint.prj.

1.7. Funcion constante discontinua en un punto

Corresponde a la misma situacion anterior con D, = D—¢€ y D, = D + £, siendo € un namero lo

suficientemente pequefio.
La funcidén constante discontinua en un punto se representa con:

x<(D-&)s+M(-y)
xz2ms+(D+e)l—s)
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A
S
X
D D >
—~ + M
m € D € Modelo en OPL: discint.prj.
1.8. Recubrimiento de un segmento real con funciones pulso
cuadrado

1.8.1. Intervalos cerrados

Dado un segmento real representado por una variable x € [m, M ] , se trata de recubrirlo completamente
con pulsos cuadrados no solapados, como se muestra en la siguiente figura:

So A
X
>
N A
X
>
Sn»lA
X
>
S A
X
>
m M

Asignando una variable binaria §; a cada intervalo [xi s X ], se impone que so6lo una pueda valer 1 y

que la variable independiente X tenga un valor en el intervalo [xi X, +1] cuando 5; =1, que se modela

con:

n—1
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n—1
<
i=0

Aplicacién: Gasoducto con presiones en un extremo p , y en otro p, sometido a un flujo x . La
relacion entre las tres variables se plantea por intervalos de confianza:

X € [xioxiﬂ] < P,y€ [mpAioMpAi]/\pB € [mpBi’MpBi]

Esto se puede plantear de la siguiente forma alternativa:
mp,; <p,<Mp,
mpy < py < Mpy,

Asignando una variable binaria §; a cada intervalo [x[ > X ], se impone que so6lo una pueda valer 1 y

xelx,x,]e

que la variable independiente X tenga un valor en el intervalo [xi, X; +1] cuando §;, =1, que se modela

n—1

X2 insi
i=0
n—1

X< zxmsi
i=0

Asi, se pueden plantear las siguientes restricciones:

P4 QS mpy,

M

1l
(=]

=
|
LN

J S - Mp

HL

3
L

Py 2 DS, -Mpy,

Il
(=}

=
|
LN

Py < Q.8 Mpy,

i=0
En total, dado n el nimero de intervalos, se necesitan 3 restricciones para modelar los pulsos cuadrados y
4 para acotar las presiones; n variables binarias para los pulsos cuadrados y tres para las variables reales.

7 restricciones, n variables binarias y 3 variables reales.

1.8.2. Intervalos semicerrados

Los intervalos son ahora de la forma [x[ s X ) Es necesario afiadir un desplazamiento £ para evitar los

puntos comunes de los intervalos:

n—1

ZSiZI

i=0
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2. Representacion de funciones no lineales en programacion
lineal mixta

2.1. Funcion logica igualdad

La funcién légica igualdad s = (x = ), donde X e ) son variables realesy § es binaria:
0,six#y

T {1, six=y

Haciendo d = x — ), d es la funcién Delta de Kronecker. Por lo tanto:

d=2ms, —&(l—s,)

d<—es, +M(1-s,)

d<ée(s,+s)+M(l—s,—5)

d=zm(s, +s)+e(l—s,—5)

0, lo que es lo mismo, y sin introducir d :

x—y2ms, —&(l-s))

x—ys<-&,+M(-s))

X—y<&(s,+s)+M-s,-5)

x—y2m(s, +s)+e(l—s,—5)

donde M es el maximo de la diferencia X — ',y m es el minimo de la diferencia x — y . Si

X€E [mx,Mx] eye lmy,MyJ, entonces:

M=M —-m,

m=m,—-M

y

Modelo en OPL: igualdad.prj y igualdad.osc.

2.2 Funcion logica desigualdad

La funci6n logica desigualdad § = (X # ) se implementa como el complemento de la igualdad, es
decir, haciendo el cambio de variable s por 1 —s:

x—y2ms, —€(1-s))

x—y<—&,+M(1-s))

x—y<e(l+s,—s)+M(s—s,)

x=yzm(l+s, —s)+&(s—s,)

(Con el mismo significado para los simbolos que en el caso anterior)

Modelo en OPL: desigual.prj y desigual.osc.

2.3. Equivalencia logica
La equivalencia L, <> L, ,siendo L,y L, variables logicas, es el resultado logicode L, = L,,yse

puede representar en programacion lineal mixta con la inecuacion L, < L, , como se puede comprobar
en la siguiente tabla de verdad:
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L |L | L oL (L<L)=L®L

0 Jo 1

0o [t o

1 Jo o

1 1 1

2.4. Implicacion logica (x =0) = (y =c¢), X binaria, y real, ¢

constante real
Se debe acotar y cuando x = 0. Por lo tanto:

y<oxM .

2.5. Implicacion logica
La implicacion L, = L, , siendo L,y L, variables logicas, es el resultado logicode L, = L,, y se

puede representar en programacion lineal mixta con la inecuacion L, < L, , como se puede comprobar
en la siguiente tabla de verdad:

L |\L, |L =L (L<L)=L®L,

[ EEE

0o 1 |1

1 _Jo o

11

2.6. Producto de una variable real por una variable binaria

Se trata de representar ) = Sx, donde X e ) son reales y § es binaria, X, y € [0,1], NS {0,1}

2.6.1. Primer planteamiento
El resultado se puede representar con las siguientes equivalencias logicas:
s=0&y=0

s=ley=x

La condicion logica s = 1 se representa por 5, y su complemento (§ = 0 ) por 1 —s . El valor 1 se
interpreta como frue, y el valor 0 como false.

Los antecedentes de las equivalencias se representan, respectivamente, por Sy por 1 — s,y los

consecuentes, por ¢, = (¥ =0)y ¢, =(y =x).

l,siy=0 )
¢, = . , que corresponde a la funcion Delta de Kronecker.
0,si y+#0

Lsiy=x . o

c, = . , que corresponde a la funcion 16gica igualdad.
0,si y#x

Representacion en programacion lineal mixta:

1) Equivalencia s =0 y=0:

l-s=c¢

2) Equivalencia s =1 y=x:

s=c,

Fernando Saenz Pérez 12/51 07/09/01
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3) Delta de Kronecker ¢, = {1’ sty =0 :
0,si y#0

yzmys —€(l-s)
y<-&,+M,(1-s))
y<e(s e+ M (1-s,-¢)
yzm (s, +c)+e(l—s —c)
s;+¢ <1
Donde 7, es el minimo valor del dominiode ',y M , s el maximo valor del dominio de y .
4) Funcion igualdad ¢, = {1’ urE

0,si y#x
x—y2ms,—€(1-s,)
x—y<s-&,+M(-s,)
x—y<é&(s,+c,)+M(A-s,-c,)
x—yzm(s,+c,)+e(l-s,-c,)
s, +c, <1
Donde M vy €8 el valor maximo que puede tomar la diferencia x — y, ym,_, el valor minimo, que se

calculan como:

Mx_y =M, —m,

m_,=m —M

x=y y

Sustituyendo ¢, de 1)y ¢, de 2) en 3) y 4), se obtiene:
yzms —€&(l-s)
y<=&,+M,(1-s))
y<e(s+l=s)+M (s—s))
yzm,(s,+1-s)+&(s—s))

s <s

x—yz2ms,—€(1-s,)
x—ys-&,+M(-s,)
X—y<&(s,+s)+M(-s,-5)
x—yzm(s,+s)+e(l-s,—5)
s, +s<1

En resumen, se introducen tres nuevas variables binarias y diez restricciones. Ademas, el resultado no es
exacto, tiene un error £ .

Modelo en OPL: prodrb.prj y prodrb.osc.
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2.6.2. Segundo planteamiento

El producto

= sx (0)
donde x e y son reales y § es binaria se modela razonando en términos de las restricciones que deben

aparecer para los distintos valores de las variables. La variable con menor cardinalidad en su dominio es
S, por lo que se comienza planteando las restricciones que deben aparecer para sus dos posibles valores

Oy 1):

s=0=y=0,Vx (1)
s=1=y=x )
Para modelar (1) en funcion de s :

y<s 3)

Porlotanto: y <0 =y =0

que también satisface (2):

y<l=y=0

Para modelar (2) en funcion de § no es suficiente una unica restriccion, puesto que se violaria (l)l:.I Asi, la
igualdad se modela a partir de:

ysx “)
y>x )
La restriccion (4) satisface (1):

y<0

Sin embargo, la restriccion (5) no satisface (1):

y2x

ya que el limite inferior de ¥ no se debe acotar, y en esta restriccion se expresa que coincide con el de X .
Por lo tanto, se reescribe para expresar una traslacion en funcién de s de manera que el limite inferior del
dominio de ¥ no se modifique:

y2x+s—1 6)
Asi, cuando § =1, la restriccion queda como (5), y cuando s = 0, se satisface (1):

y=2x—1

ya que el mayor valor que puede tomar el lado derecho es 0 y, por lo tanto, no se acota ) .

En resumen, y = SX se modela con:

yss (3)
y<x “)
y2x+s-1 6)
Si x,ye [m,M], se{O,l}

ysm-s (€))

Demostracion de la equivalencia semantica de {(0)} y {(3),(4),(6)}
1) Dominio de §: s € {0,1} . Este caso estd demostrado en el planteamiento.

2) Dominiode y: y € [0,1].

21)Para y=0=s=0vx=0

0<s de(3) (7
0 < xde (4) 3
0>x+s—1de(6) ©)

' Notese que para usar una restriccion de igualdad que seleccione una variable del lado derecho, habria
que usar una restriccion no lineal, como la original y = Sx .
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Para § = 0 (7) se satisface, (9) queda 0 = x —1 (el limite superior de X no se acota: x <1), y (8) no
acota el limite inferior de X .

Para s =1 (7) se satisface, (9) queda 0 = x = x =0, y (8) se satisface.

22)Para y=1=s=1Ax=1

I1I€Ss=s5=1de(3)

ISx=>x=1de @

1>21+1—1 de (6) se satisface

23)Para y=a,ac (0,])=>s=1Ax=a

a<s de(3) (10)
a < xde(4) (11)
a>2x+s—1 de(6) (12)

Para s =0, (3) no se satisface.

Para s =1 (12) queda a = x, que con (11) se expresa X =da .
3) Dominiode x: X € [0,1].

31)Parax=0= y=0,Vs

y<s de(3) (13)
y<0=>y=0de(®
y>s5—1 de(6) (14)

Para s = 0 se satisfacen (13) (0<0)y (14) (0 = -1).
Para s =1 se satisfacen (13) (0<1)y (14) (0= 0).
32)Parax=1=>y=s

y<s de(d) (15)
y<1de4) (16)
y 25 de(6) (17)

De (15) y (17) se deduce y = . (16) no modifica el dominio de ) .
33)Para x =a,a€ (0,1) = (y=0As=0)v(y=aans=1)

y<s de(d) (18)
y<ade4) (19)
y=a+s—1 de(6) (20)

Para s =0, de (18) se deduce y =0,y se satisfacen (19) (0<a)y(20) (0 =2a—-1=a <1).
Para s =1, se satisface (18) (¥ <1),yde (19) (y<a)y(20)(y =2 a)sededuce y =a.

Modelo en OPL: prodrbl1.prj y prodrbl.osc.

2.7. Producto de variables binarias

Se trata de modelar el producto @ = §, ---§,_,, donde todas las variables implicadas son binarias. El

producto binario se puede especificar a partir de su tabla como:

n-l1
1, s1 Zsi =n
i=0

0,e.0.c.

0, lo que es lo mismo, mediante implicaciones:
n—1
a=1= Zsi =n

i=0
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n-l1
a=0=> Zsi <n

i=0
No es posible representar la desigualdad estricta con precision en el eje real; sin embargo, este caso
corresponde a un eje discreto, ya que §; son binarias y su suma discreta. Por lo tanto, se puede reescribir
lo anterior de la manera siguiente:

n—1
a:1:>ZSi2n—O,5 (1)

i=0

n—1
a=0:2siﬁn—0,5 )
i=0
Donde se han sustituido la igualdad y la desigualdad estricta por desigualdades no estrictas (afiadiendo los
necesarios factores de desplazamiento & 0,5 para mantener ciertas las relaciones.
Esto se puede modelar como:

n—1

Zsi >(n-0,5)a

i=0
n—1

s; <(n=0,51-a)+na
i=0

n—1 n—1

n=l n-l1

Asi, para a = 1: Zsi >n—-05y Zsi <ny,paraa=0: Zsi >0y Zsi <n-0,5,porlo
i=0 i=0 i=0 i=0

que se cumplen las relaciones (1) y (2).

Modelo en OPL: prodbin.prj y prodbin.osc.

Aplicacion:
Con el producto de variables binarias se modela la conjuncion n-aria.

2.8. Producto de una variable binaria por una variable real o
entera

Se trata de representar ) = X, donde X e  son reales o enteras y § es binaria.

2.8.1. Primer caso. Variable real positiva
xe[m,...M], m=0, dom(x) c dom(y), s€ {0,1}
Razonando como en

y<sM

y<x

y2x+(s-1)M

Asi,si s =0:

y <0, y<x sesatisface, ¥ =2 x — M siempre serd menor o igual que 0, porloque y =0.
Sis=1:
¥y <M , que solo acota porarribaa ¥y, yS Xy y2x,porloque y =X.

Modelo en OPL: prodrpb.mod.
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2.8.2. Segundo caso. Variable real negativa

Xe [m,...,M], m,M <0, dom(x) < dom(y), s {0,1}

Razonando como en

y2sM

y2Xx

y<x+(s-)M

Asi,si s =0:

y 20, y=x sesatisfacecon y =0, y <x— M, x — M siempre serd mayor o igual que 0, por lo
que y=0.

Sis=1:

y 2 M , que solo acota por abajoa y, Yy <Xy ¥y 2Xx,porloque y =x.

Modelo en OPL: prodrnb.mod.

2.8.3. Tercer caso. Variable real con dominio de niimero positivos y
negativos

x€l-m,...,M], m>0,M >0, dom(x) = dom(y), se {o,1}

La variable real se descompone en una parte positiva y otra negativa. Después se aplica el razonamiento

anterior a ambas.
X=Xxp—Xxn

Y=8-Xp—58-Xn= psxp— psxn,donde psxn y psxn son dos nuevas variables que representan
los productos §-Xp y §-Xn respectivamente.

psxp < sM

psxp < xp

psxp 2 xp+(s—1)M

psxn < sm

pSxn < xn

psxn = xn+(s—1)m

Numero de variables binarias afiadidas: 1

Numero de variables reales anadidas: 2+2.
Numero de restricciones: 1+7.

Modelo en OPL: prodrb.prj.

2.9. Producto de variables enteras

Se trata de representar z = X -}, donde X, y y Z son enteras.

2.9.1. Primer planteamiento
El producto z = Xx - y puede expresarse como:

= Y Y6 i

ie{mx,.. .Mx} jeimy... .My}

x= ».6,()i
ie{mx,.. .Mx}

y= >.6,(j)-Jj
jelmy,...My}
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D 6.()=1

ie{mx,...,Mx}
2.0,()=1
jelmy,.. .My}

Siendo 5x y 5y variables binarias.

Los productos 0, (7, j) = 8,(i) - 0,(j) se expresan con las siguientes restricciones (véase el apartado

.7):
6.()+06,(j)215-6,,(,))

0.()+0,())<15-(1-0,(, /) +2-0,,(i,))

2.9.2. Segundo planteamiento
El producto z = X - y puede expresarse como:

z= D.6.() iy (1

ie{mx,.. . Mx}

x= >6.3) i

ie{mx,...,Mx}

> 6.()=1

ie{mx,..,Mx}

Siendo 5x variables binarias.

Los productos p(i) = (i) y se expresan con las restricciones indicadas en los apartados bglal
segun sea el dominio de y .

Alternativamente, el producto z = X - y puede expresarse como:

z= D.6,(j) j-x @)
Jelmyaiy}
y= >.6,()Jj
jelmy....My}
Z o,(j)=1
Jelmyiy}

Siendo 5y variables binarias.

Los productos p(j) = 5y () x se expresan con las restricciones indicadas en los apartadosmm

segun sea el dominio de X .
La eleccion de una alternativa u otra puede estar guiada por los siguientes criterios:

e (1) esmejor que (2) cuando el dominio de X incluye positivos y negativos y el dominio de ) no,y
viceversa.

e Silos dominios tanto de X como de ) incluyen positivos y negativos, se elegira (1) si la
cardinalidad del dominio de X es menor que la del dominio de ) (menor nimero de restricciones
para modelar el producto de una variable entera por otra binaria), y viceversa.

Modelos en OPL:

e Entero positivo por entero positivo: prodepep.prj
e Entero positivo por entero: prodepe.prj

e Entero por entero: prodee.prj
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2.10. Aproximacion de funciones por tramos

2.10.1. Aproximacion de funciones bidimensionales por tramos constantes

Dada una funcién f(x), como la representada en la Figura 1-(a), f(x) la aproxima por tramos como

se representa en la [Figura THb).
S(x) A S(x) A

/% 7
2 N
i A Y

J LN
>

X Jo X, X, X, Xy X, Xs

(@ ®)

Figura 1. Representacion de funciones por tramos constantes

Es decir, dada una funcion a discretizar f'(x), X, los valores de X que definen los intervalos de
discretizacién y f; los valores constantes de f(x) en el intervalo [xi,xi H]:
fo,sixe [xy,x,)

fi.sixe [xl,xz)

f(x)=
fissixelx, ,x,)

Primer planteamiento
Asignando una variable binaria §; a cada intervalo [xi > X ], se impone que so6lo una pueda valer 1 y

que la variable independiente X tenga un valor en el intervalo [xi X, +1] cuando 5, = 1. Asi, el valor de
f(x) se calcula como:

f@ =35,

El resto de restricciones queda:

Zsi =1
i=0
n—1
X2 Z)cisi
i=0

n—1

xS
=0
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Es decir, se impone que paraun 5, =1: x 2 x, y x < x,,,, que es lo mismo que X € [x[, xm]. Por

tanto: }‘(X) =f..

Nota: En los puntos X,, la funciéon f'(x) puede tomar tanto el valor f; como el valor f, .

i+l

Modelo en OPL: ftramoc.prj y ftramoc.osc.

Aplicacién: Compresor con presion de entrada p , y de salida p, definido por el flujo X como se
muestra en la tabla:

X D4 Pp
[0.75] 0.0000 | 0.9980

[75,150] [0.0577 [0.9985

[150,225] [02310 [0.9999
[225,300] |0.5212 [1.0024
[300,375] [0-9302 |1.0059
[375,M] |1.0104 [1.4609

Tanto p, como p, se pueden modelar por tramos constantes exactamente (por su propia definicion

p;(x) = p,(x)). Dado p, modelado como se indica arriba, p,basta con expresarlo con:
n—1

pp(x)= Z S, p; »siendo S, las mismas que las utilizadas en el modelo de p ,. El nimero de
i=0

restricciones es 3 (para §;)+2 (para p, y pPg) =135,y elde variables 5 (para §,) + 3 (originales)=8.

Segundo planteamiento

El planteamiento de la resolucion se hace componiendo funciones escalon 01 [Saec00b], de la siguiente
forma:

F@ = £ ")+ " @) = fof ")+ (frf " (1) = £ /™, (1) dado

que, paraun X determinado en el intervalo [xi » X ], 7% (x)=1,i€{0,...,i} y, por tanto, hay que

eliminar de f'(x) las contribuciones de los términos en los que aparecen las f*'; (x) anteriores a X .

Resumiendo:
n—1

f (x)= Z( fif% o (x)— Z f £ (x)) con las restricciones de las funciones escalon 01 expresadas
i=0 Jj=0

como:

xZm(1= £ () +x, /" (%)

Hay, por tanto, 27 + 1 restricciones y 7 variables binarias (sin contar la que podria ser necesaria para

1)),

Notas:

x<x (1= f () + Mf™, (x)} ie{0,....n—1}

- Las funciones escalén £ (x) estan multivaloradas en X, , por lo que en X; el resultado de f'(x)

puede ser tanto el valor del tramo anterior como el del posterior.
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- fy>m= f(x)=0,x€ [m, ;]

- f) = fxe x,, M]

Modelo en OPL: ftramocl.prj y ftramocl.osc.

Tercer planteamiento
El planteamiento de la resolucion se hace componiendo funciones pulso cuadrado [Sac00b], de la
siguiente forma, donde f(x) es la funcion a discretizar, X, son los valores de X que definen los

intervalos de discretizacion, f; son los valores constantes de f'(x) en el intervalo [x,, x.,, |:

JosSiX€E [xo,xl)

fi,sixe [xl,xz)

f(x)=
SosSix€ [xn—loxn)

f(x) se podria especificar como:

S(x)= fope,, . () + fipe, . (X)+--+ f,pc, . (x),conlas restricciones de las funciones
pulso cuadrado definidas por:
x2ms; +x,(1-s,)
x<xs +M(1-s,)
x<x,(s,+pe, . (X)N)+M(-s,—pc, (x)Vie {0,.._, n— 1}
x2m(s, +pc, . (X)+x,(1-5,—pc_ . (X))
pe, . (X)+s, =1

donde

Nota: En los puntos x,,i € {l,...,n—1}, f(x,) puede tomar los valores 0, f, o f; + f.,,.en lugar
de f(x,)=f;,dadoque pc,_  (x)y pc, . (x)pueden tomar cualquier combinacion de los
valores 0 o 1 en x, (Véase [Sae00]).

2.10.2. Aproximacion de funciones bidimensionales por tramos lineales

Dada una funcién f'(x), como la representada en la l-:lgura ;—(a), f(x) la aproxima por tramos como
se representa en la [Figura 2}(b).
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f(x) A f(x) A
/i

fol

(@) (®)

Figura 2. Representacion de funciones por tramos lineales

Es decir, dada una funcion a discretizar f(x), X; los valores de X que definen los intervalos de

discretizacion y f; los valores de f'(x,), f(x) se define como:

a, +myx,si xe [xo,xl]

a,+mx,si xe [xl,xz]

f(x)=

a, , +m,_,x,si xe [x, . x,]

n-1>"n

donde a; +m X es larecta que une los puntos X; y X,,,. Por tanto:

_ f;‘+1 —Ji
mi =
X =X

i+l

a; = f; —mx,
Asignando una variable binaria §; a cada intervalo [xi > X ], se impone que so6lo una pueda valer 1 y

que la variable independiente X tenga un valor en el intervalo [xi, X; +1] cuando §;, =1, que se modela

n—l1
X2 insi
i=0
n-1
St
i=0
Asi, el valor de f'(x) se calcula como:

JN{(X) = S(ai +m;x)s,

Esta expresion involucra un término no lineal (#2,XS; ) para el que se aplica la solucion del apartado EI

Para ello es necesario un cambio de variable para expresar el producto X, como el producto de una
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variable real en el intervalo [0,1] por una variable binaria 0-1. Si x € [m, M ] , entonces hacemos el

cambio de variable x = x,,(M —m)+m y f queda expresada por:

~ n—1 n—1
S(xq)= Z(Si (a, + mym)+k;s,x,) = Z(Si(ai +mm)+ky,),
i=0

i=0
siendok;, =m, (M —m) y, =s,X,,,por lo que desaparece el término no lineal y se sustituye por las
inecuaciones:
Vi <8
Vi S X
Vi 2 Xg 5 -1

En resumen, f(X) se modela con:
Restricciones:

X=xy(M-m)+m
n-l1

) = 2 (., + mm) + k)

Vi ss;

Datos:
m, f;‘+1 B f;
Xigp =X,
al = i mi'xt
k, =m,(M —m)

Son necesarias ocho restricciones 7 — 1 (por ;) + n —1 (por y,) +1 (por X, ) = 2n — 1 variables.

Modelo en OPL: ftramo.prj y ftramo.osc.

Aplicacion 1: Gasoducto con presiones en un extremo p , y en otro p,, definidas por la ecuacion lineal:

pA(pf;ax):mi(x)pB +ai(x) (D

estando los coeficientes m, y a; definidos en funcion del flujo X como se muestra en la siguiente tabla:

i X —_
! m; a; p,=mpg+ta,

1

0 |0,75] 0.9980 10.0000 |  =0.9980p, +0.0000
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I | [75,150] |0.9985 |0.0577 | p =0.9985p, +0.0577
[150,225] |0.9999 {0.2310 |  =0.9999p, +0.2310
[225,300] |1.0024 |0.5212 | 5, =1.0024p, +0.5212
[300,375] |1.0059 0.9302 | ,, =1.0059p, +0.9302
[375,M] |1.0104 |1.4609 | ), =1.0104p, +1.4609

| | W N

Cuando el flujo es negativo, los intervalos de flujo son simétricos con respecto a 0 en la recta real, y los

papeles de p, yde p, seintercambian, por lo que los coeficientes 71, y @, se calculan como:

_ P4(pg,x)—a;(x)
m, (x)

Pp(pyrx) = myi(x)pA + a'i(x)
1 e a(x)
o T T ©

Ps , despejando p, de (1) y, asi:

mi(x)=

La funcion p ,(p,,Xx) se puede representar como:

PPy )= Y (@, (x) +m(x) py) - 5,(x) ®

En este problema hay tres variables involucradas, pero se puede aplicar la solucion de la aproximacion de
funciones por tramos haciendo el cambio de variable p, por X en las funciones a,, m, y §;, con lo

que nos queda la ecuacion anterior (3). Los coeficientes @; y m, no se calculan como se indica en la

seccion de datos anterior, sino que se obtienen de la tabla de arriba y de las expresiones de los
coeficientes (2) para los flujos negativos. Ahora, la funcioén por tramos sera en general discontinua (a
diferencia de la suposicion que se hacia en este apartado para el calculo de coeficientes), como muestra la

Figura 3fa:

m,a Py
’ A 1 1 | A
P4 i my,a,
ao 1 [ 1
— oo
| : |
My ! i
! L b m,a,
| my :
]
| | ! m,,a,
b
1 1 1 > >
X
Xo X X2 X3 Pp
(@) (b)

Figura 3 Relacion de presiones en los extremos de un gasoducto

Modelo en OPL: gaso.prj y gaso.osc.

Aplicacién 2: Gasoducto con presiones en un extremo p, y en otro p,, definidas por la ecuacion lineal:
pi(py, ) =a,(f) p, +b,(/)+c.(f)- f (1)
estando los coeficientes @, b, y ¢, definidos en funcién del flujo f* como se muestra en la siguiente
tabla:
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: ! a; b, (68 p=ap,+b+c¢f
0 |o,75] 0.9980 |0.0000 | 1 p, =0.9980p, +0.0000 + f
I |[75150] |0.9985 |0.0577 |1 p, =0.9985p, +0.0577 + f
2 | [150,225] |0.9999 [0.2310 |1 P, =0.9999p, +0.2310 + f
3 | [225,300] |1.0024 ]0.5212 |1 p, =1.0024p, +0.5212+ f
4 1[300,375] |1.0059 [0.9302 |1 p, =1.0059p, +0.9302 + f
5 |[375,Mm] |1.0104 | 1.4609 |1 p, =1.0104p, +1.4609 + f

Los intervalos de flujo se definen explicitamente.

La funcién p,(p,, f) se puede representar como:

PP )= X (@ () Py 4B+ 1) 5,0f) ®

En este problema se puede aplicar también la solucidon de la aproximacion de funciones por tramos

constantes modificando f'(x) como se muestra a continuacién:

~ n—1 n—1
f(x,p)= Z(bi +tex+ay)s, = Zbisi +cxs; +a,ys;

i=0 i=0
Los coeficientes @;, b,y ¢, se obtienen de la tabla anterior. La funcion por tramos seré en general

discontinua. A diferencia de la aplicacion anterior, en este caso se definen planos por cada tramo en lugar
de rectas.

Se ha afnadido una nueva variable ( ¥ ) que representara a la presion en el punto 2 ( p, ), f representa a la
presion en el punto 1 ( p,), y el flujo estd representado por X .

Esta expresion involucra dos términos no lineales (C; XS, y C;)S;) para los que se aplica la solucion del
apartado E Para ello es necesario un cambio de variable para expresar los productos XS, ¢ VS, como
el producto de una variable real en el intervalo [0,1] por una variable binaria 0-1. Si X € [xm , X M] e

YE [ym sV ], entonces hacemos los cambios de variable x = x,,(x,, — X, )+ X, y

Y=Yy = V)t Vusy J/* queda expresada por:

X =xq(x,, —x,)+x,

V=YV = V) + Vs

~ n—1

f= Z(Si(bi +eox, +ay,)+tku +1Lv)
i=0

u; <s,

U, < Xy

u; 2 x, +s;—1

v, <,

v, < Vg

vV, 2y, s —1
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n—1

X2 insi
i=0

n—1
<
i=0

con U, =Xy S, yV, = VyiS;-
X€ [ moX M] (variable limitada explicitamente en las restricciones anteriores)

ye [ym Y M] (variable no limitada explicitamente en las restricciones anteriores)

Por tanto, se pueden afiadir las siguientes restricciones para la variable y :

y2y,
Y<Vy

Volviendo a la nomenclatura del problema:
f=p

x=f

Y=0;

f € [fm > fM ]

b, € [pzm ’pZM]

Modelo en OPL: gaso2.prj y gaso2.0sc.

2.10.3. Aproximacion de funciones tridimensionales por planos constantes

Dada una funcion f(x, y), f(x,y) laaproxima por planos (rectangulares) constantes discretizando
losejes x e ).

Es decir, dada una funcion a discretizar f(x, ), X, e y, los valoresde X e y que definen los

rectangulos en el plano Xy de discretizacion y f; los valores constantes de f(x,¥) en el rectangulo
definido por [xi,xm] y ij,y_/.HJ:
fooaSi Xe [xoaxl)aye [yoﬁyl)

f(x y) — fOI,SiXE [x07x1)ay€ [y19y2)

fn—l,m—l’Sl X e [xn—l’xn)’ye [ym—l7ym)
Asignando una variable binaria 5}9 a cada intervalo [xi > X ], yotra 0 v, cada intervalo I_y oY J,

se impone que so6lo una de las 5x_ pueda valer 1 y sélo una de las 5x_ pueda valer 1. Se impone también

que la variable independiente X tenga un valor en el intervalo [xi, X; +1] cuando 5)6' =1,yquela
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variable independiente y tenga un valor en el intervalo Iy Y +1J cuando 5y_ =1. Asi, el valor de
- J

f(x,y) se calcula como:

n—=1 m-1

fy)=338, 0, -y

i=0 j=0
El resto de restricciones queda:

m—1

D6
=0

y S zyi+16y[
Con el producto 5 ;= 5x‘ -5% expresado con las siguientes restricciones:
i J

5, +8, 2156

Xy

6,+6, <15-(1-6,,)+2-6,,

Es decir, se impone que para un par (5X>,5y‘) =(LD:x2x,x<x,,,y2y;,, y<y,,,quees
i J ;

lo mismo que x € [x,,x.,, ],y e I_y_/.,yj+1J.Portanto: S(xy)=f;.

Nota: En los puntos (x;, ), la funcién f(x, ) puede tomar los valores f3;, f,, ;» f; 0

fi_1 el Para evitarlo, se puede tomar el intervalo cerrado con:

n-l1
x < meéxi —&
i=0

m—

1
zyl+16y, —£

i=0
Siendo € un valor suficientemente pequefio.

Modelo en OPL: ftramoc.prj y ftramoc.osc.

Aplicacion: Compresor.
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2.11. Moédulo
y =|x|, xe€l-m,...M], m>0,M >0, dom(y) 2 {0..max(m, M)}

2.11.1. Primer planteamiento

La funcién y = |x| se puede expresar con las siguientes restricciones:
y=x-s—x-(1l-s)=2-5-x—x )
y20 @
(1) involucra un producto, que se puede reescribir como:

y =2 psx—x,donde psx esunanueva variable que representa el producto X - §

X =Xp—Xn

PSX=S-Xp—S-xn= psxp— psxn,donde psxn y psxn son dos nuevas variables que
representan los productos S-Xp y S - XH respectivamente.

psxp<s-M

PSXp < xXp

psxp=xp+(s—1)-M

pSXn<s-m

psxn < xn

psxn=xn+(s—1)-m

(2) se puede eliminar si el dominio de y esta restringido a nimeros positivos.

Modelo en OPL: modulo.prj y modulo.osc.

2.11.2. Segundo planteamiento

La funcién y = |x| se puede expresar descomponiendo X en su parte positiva Xp y su parte negativa

Xxn:

X=Xp—Xxn

Porloque y = xp + xn, yaque, alosumo, Xp o X sera distinto de cero.
X=Xp—Xxn

xp<s-M

xn<(l-s)-M

Modelo en OPL: modulo2.prj y modulo2.osc.

2.12. Signo
s=sgn(x), xe[-m,..,.M],m>0,M >0, se {o,1}

La funcién s = sgn(x) se puede expresar aplicando un razonamiento similar a la funcién modulo:

X=Xp—Xxn
xp<s-M
xn<(l—-s)-M

Modelo en OPL: signo.ptj y signo.osc.
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3. Representacion de funciones temporales discretas en
programacion lineal mixta

3.1. Funcion intervalo temporal

Dado un instante inicial de tiempo (t) en un plano discreto y un nimero de unidades de tiempo para
definir la anchura del intervalo (d), se trata de representar el intervalo de tiempo [t,t+d].
Se elige como representacion de la funcion delta de Kronecker en el plano discreto un vector

x =< x[O]. .. x[n - l] > de variables binarias cuyo Unico 1 representa el instante inicial de tiempo.

Job <l ) . )

1, =t 1
Donde X[l] = {O’Selolc 0 , Y, por tanto: ;)C[l] =1.

Se trata de generar un vector definido por:
4 [LVielt,.t,+d—1]
vli]=
0,e.0.c.

representado graficamente por:

x[OTx[l] x[2] .. xlgy] L xl, +d-1]

3.1.1. Primer planteamiento

Funcion intervalo temporal para n<<

X se puede interpretar como una codificacion binaria de un nimero decimal al que se le pueden anadir
las potencias de 2 adyacentes que sean necesarias para cubrir la ﬁlchura d. Asi, se calcula un nuevo
vector binario cuyo valor decimal es 2° 4+ + 27" =29 —17veces el valor decimal de X .

a) Si el vector ; tiene 7 +d — 1 componentes para alojar el intervalo de anchura d para cualquier
t,€10,...,n—1}, se debe cumplir:

a,(r' =1)

? Suma de la serie geométrica: § = 1
]/‘ —
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(27 —1)§x[i]- 2= Y] 2

i=0

Modelo en OPL: intervaloa.mod.

b) Si el vector v tiene 7 componentes, asumiendo que se cumple 7, + d —1<n-1 (el intervalo de

anchura d se puede alojar en el intervalo [0, e — 1]), se debe cumplir:
n—1

(27 —1)§x[i]-2" =>[i] 2/

i=0

x[i]:l

n—d
0

i=l

Modelo en OPL: intervalob.mod.

Funcion intervalo temporal para n>>

a) El vector v tiene # +d — 1 componentes para alojar el intervalo de anchura d para cualquier
t,€{0,...,n—1}.
Cuando 7 es lo suficientemente grande se producira desbordamiento de la representacion de los nimeros

calculados con la expresion del apartado anterior. Para resolver el problema se divide el computo por
tramos. El caso basico es dividirlo en dos tramos, de manera que si anteriormente:

n—1
X = Z x[i]-2°

i=0

n+d-2

V= Zv[i]-Zi
¢ —_1)-x=v

Ahora se divide:

Se afiaden los vectores v, y v, :

s+d-2 )

Vi = ZV1[i]'2l
i=0

n—s+d-2

v, = sz [i]- 2™
i=0

De manera que se debe cumplir:
2/ =1)-x =7,
Q-1 -x,=v,

Notas:
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. . . d
1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a (2 —1)-x = v, dado que V, y V, nunca son
simultineamente distintas de cero.

2. No es necesario afiadir los vectores X, y X, porque son segmentos disjuntos de X .

Por lo tanto:

s—1 s+d-2
Q=1 xli]-2"= >y i]-2f
i=0 i=0

n—s—1 n—s+d-2

Q=D D xli+s]2'= Dy, li]-2

i=0

\qﬁlie{oy.ws—l}
Vﬁ]= viﬂ+vzﬁ—slie{&“ﬂs+wi—2}
vz[i—s],ie {s+d-1,..,n+d -2}

Que es lo mismo que decir:

V=< vz[n—S+d—2],...,v2[d—1],v2[d—2]+v1[s+d—2],...,v2[0]+vl[s],vl[s—l]...,v1[0]>
O también:

Vil=vlilie (0.....s -1}

Vi+sl=v li+sl+v,lilie0,....d -2}

Vi+s+d—1]=v,li+d-1lie{0,...n—s—1}

Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.

< L >
X |
| X, X, |
< >« >
n—s S
s+d-—1 n—s+d-1
< > < >
| Vi | | Vs |
| X, | | X, |
< >« > < >« >
d—1 s d—1 n—s
< L >
ld-1] [d-1| |
| v
| | | v,
< >
n—s+d-1
<4+“—>
n—s

Modelo en OPL: intervalo2a.mod.

b) El vector v tiene 1 componentes, asumiendo que se cumple #, + d—1<n-1 (el intervalo de

anchura d se puede alojar en el intervalo [0, ...,7 —1]).
Como antes:
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x= x[i]-2f
i=0
n—1
V= ZV[Z'] 2!
i=0
Q7 -1)-x=v
Ahora se divide:
s—1 )
X = x[i]- 2
i=0
n—s—1 )
X, = xli+s]-2°

i=0

Se afiaden los vectores v, y v, (V, no puede ser mayor que X ):
min(s+d-2,n-1) )
v = ZV1 [i ] -2

v, = sz [i] 2™
i=0
De manera que se debe cumplir:

Q2 =1)-x, =v,
Q'-1)-x,=v,
Notas:

. . . d
1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a (2 —1)-x = v, dado que V, y V, nunca son
simultdineamente distintas de cero.

2. No es necesario afiadir los vectores X, y X, porque son segmentos disjuntos de X .
Por lo tanto:

4 s—1 ) min(s+d—-2,n—1) )
Q=D xi]- 2= Dovli]-2
i=0 i=0

n—s—1 n—s—1

Q=D D xli+s]-2"= Dv,[i]-2

i=0
vl[i],ie {0,...,s -1}
v[i]z v, [i]+ v, [i—s],ie {s,....,min(s+d -2,n—1)}
vz[i—s],ie {min(s+d —-1,n-1),...,n+d -2}

Que es lo mismo que decir:

V=< vz[n—s—l],...,v2 [d —1],v2 [al—Z]+v1 [min(s+d —2,11—1)],...,\12[0]+v1 [s],v1 [s—l]...,v1 [0]>

O también:

v[i]=v1 [ilie {0,....s—1}

v[i+s]=v1[i+s]+v2[i],ie {0,...,min(s+d —2,n—1)—s}
v[i+s+d—1]=v2[i+d—1],ie {0,...,n—s—d}

Dado que el intervalo de anchura d se debe alojar en X :
n—d

Zx[i] =1

i=0
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x[i ]= 0,Vie {n—d +1,...,n—1} (Véase el apartado Relaciones de igualdad y desigualdad)
Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.

<« re n—d >
< L >
| X |
| X, X, |
< > < >
n—s=s )
s+d—1
< >
‘ Vi | | V2
| X | | X,
< > < > <« »
d—1 s n—s
< L >
d—1 | | Y
|
I—I vV,
n—s

Modelo en OPL: intervalo2b.mod.

3.1.2. Segundo planteamiento
a) Vector con indice de componentes 0,...,n—1.

Es necesario imponer que, dado un x[i] =1 entonces v[i + ]] =LVje {0, cond — l}. Es decir, la
equivalencia:

xlil=1e0i+ jl=1,Vie{o,....d -1} Vie{,....n—d}

El valor de los d componentes de V a partir de v[i ] dependen del valor de x[i ] y, por tanto, esto se
puede expresar de la siguiente forma:

vi+ jlzx[ilVvie{o,...,d -1} Viedo,....n—d}

> alil =1

xli]l=0,Viefn-d+1,...,n—1}

ya que para un x[i] =1 se estd imponiendo v[i +j ] > 1, es decir, V[i + ]] =1, al ser v un vector

binario, y para X[i] =0 no se impone nada sobre Vv (v[i + ]] >0).

Modelo en OPL: intervaloc.mod, intervaloc.osc

b) Vector con indice de componentes 1,...,7 .

Es necesario imponer que, dado un x[i] =1 entonces v[i + ]] =LVje {0, cond — l}. Es decir, la
equivalencia:
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xlil=1evi+ jl=1,ve{o,...,d -1} Vie{l,...,.n—d +1}

El valor de los d componentes de V a partir de v[i ] dependen del valor de x[i ] y, por tanto, esto se
puede expresar de la siguiente forma:

vi+ jlzxilvjefo,....d -1} Vie]l,...,n-d +1}

n—d+1

Zx[i] =1

=1

x[i]=0,Vie {n —d+2,...,n}

ZV[Z'] =d

i1

ya que para un x[i] =1 se estd imponiendo v[i +j ] > 1, es decir, V[i + ]] =1, al ser v un vector
binario, y para x[l'] =0 no se impone nada sobre v (v[i + ]] >0).

Modelo en OPL: intervaloc1.mod,
intervalocl.osc

3.2. Relaciones de igualdad y desigualdad

Para modelar #, V p, donde V€ {=,<,2} y p esun valor determinado y #, es el que aparece en la
siguiente figura:

Job <l ) . o)

se puede usar la expresion:
n—1

> xli]-2'v2r

i=0
dado:

n—1

Zx[i] =1

i=0

Modelo en OPL: relacionesa.mod.

Se puede expresar alternativamente (mas eficaz en su ejecucion):
a) Igualdad.

xlpl=1
x[z']: 0,Vie{0,....p—1,p+1,....,n -1}
Modelo en OPL: igualdadb.mod.

b) Desigualdad #, < p

ix[i] _

xli]l=0.Vie {p+1,...n-1}
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Modelo en OPL: menorigualb.osc.

¢) Desigualdad £, = p

=

x[i] =1

1
P

x[i]=0,Vie {0,...,p-1}

Modelo en OPL: mayorigualb.osc.

3.2.1. Relaciones de igualdad y desigualdad para n>>

a) Igualdad
Dados:

s—1
X = z X1 [l]
i=0

X=X +Xx,

La igualdad 7, = p se puede expresar mediante:

xlil- 2" =(p <s)-27m® M
x5li]-2 =(p2s)- 20> @)

x,[i] + sz i] =1 3)

x=<X, [n —s—l],...,x2 [0],)c1 [s —1]...,x1 [0]> “)

En (1) se expresa la igualdad para cuando el Gnico uno del vector X se encuentra en el tramo de menor
peso (cuando p < ). El exponente p mod s se usa en lugar de p para que la potencia de 2 no se salga
de la representacion. p < S es uno cuando se cumple la relacion logica y cero en caso contrario. En (2) se
expresa la igualdad para cuando el unico uno del vector x se encuentra en el tramo de mayor peso (cuando
p = 5).Elexponente (p —5)-(p = 5)seusaenlugar de p — s para evitar las potencias de 2

negativas. (3) expresa que solo hay un uno en el vector resultado de la concatenacion de X1y X2.

Finalmente, (4) expresa esta concatenacion en el vector resultado X .

Modelo en OPL: igualdad2.mod.

b) Desigualdad <
La desigualdad ¢, < p se puede expresar mediante:
s—1

>oxfil- 2" <(p<s)- 2™ +(p2s)-2°" (1)

i=0
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n—s—1

x[i]- 2 <(pzs)- 2@ .
. o

xlil+ > %l =1 )
=0 i=0
;:< X, [n _S_l],...,x2[0],x1 [S —1]...,_)(,‘1 [O]> "

En este caso, se ha modificado (1) para expresar que, cuando p 2§, #, puede ser uno de los indices de

X, ,no solo de X, . Asi, los casos posibles son:

) p<s

s—1

> oxfi]- 20 <2pmee
i=0

n—s—1 )

> x,i]-2" <0
i=0
i) pzs

s=1

x [i]- 2" <2

i=0

n—s—1

Por lo tanto, queda demostrado.

¢) Desigualdad =
Abordar la resolucion de este problema desde la misma perspectiva anterior es mas complicado que usar
el dual de la resolucion del caso anterior. La idea es cambiar los pesos de las posiciones de los vectores

mas significativas por las menos significativas. Asi, el peso de la componente x[n - 1] pasa a ser 0,
mientras que el de la componente x[O] pasa a ser n — 1. Por lo tanto hay que cambiar en las restricciones
del caso anterior:

i) Los papeles de X, yde X, .

ii) Invertir los indices de X;, X, yde Xx.

iii) Cambiar p por n —p —1.

iii) Cambiar § por n — 5 .

La siguiente figura ilustra los indices en este caso:

< L >
«— p+1 <n—p—l>
| X |
n—1 p anterior ()
s—1 on—s—1 0
| X, | X, |
< >« |
S n—s

Con los cambios indicados, y simplificando, se llega a:

n—s—1

2x2 [n —s—1- l] 2i S(p +1> S) . 2(n—p—l)mod(n—s) + (p +1< S) . 2n—s—l 0
i=0
s—1
Yxls—1-i]- 2" <(p+1<s)-20700n o

i=0
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D ox il + D xli] =1 (3)
i=0

x =< X, [n —5— 1],. s X, [0],)c1 [s - 1]. s X, [O] > “)
Nota: (3) y (4) permanecen inalteradas.

3.3. Patrones
Se pueden generar patrones binarios como generalizacion del apartado 1.

34. Desplazamiento
Dado un instante inicial de tiempo () en un plano discreto y un nimero de unidades de tiempo para

definir el desplazamiento (d , positivo o negativo), se trata de representar el instante de tiempo ¢+ d .
Se elige como representacion de la funcion delta de Kronecker en el plano discreto un vector

x =< x[O]. .. x[n - 1] > de variables binarias cuyo tnico | representa el instante inicial de tiempo.

Jof <) . sl

n—1

Lsii=t
Donde x[i] = {O’Sel‘ol‘c_ 0 , 'y, por tanto: ;x[i] =1.

Se trata de generar un vector definido por:
. Lsii=t,+d
vli]=
0,e.o0.c.
representado graficamente por:

Jof <] <) . xls] Ll +d]

34.1. Primer planteamiento

Desplazamiento para n<<

X se puede interpretar como una codificacion binaria de un nimero decimal X que se transforme en otro
niimero V separado de X por d potencias de 2. Asi, se calcula un nuevo vector binario cuyo valor

. d . —
decimal es 2 veces el valor decimal de X .

a) Si el vector v tiene # +d componentes se debe cumplir:
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25 ki 20 = > vfi] 2

1
i=0 i=0

Modelo en OPL: desplazal 1a.mod.

b) Si el vector v tiene 7 componentes, asumiendo que se cumple 7, + d < n—1 (el desplazamiento

d se puede alojar en el intervalo [0, e — 1]), se debe cumplir:

n—1 n—1
29 x[i]- 2 =D li]- 2!
i=0 i=0
Para asegurar que £, +d <n—1:
n—d—1
Zx[i] =1
i=0

xli]l=0,Vie n—d,....n-1}

Desplazamiento para n>>

a) El vector v tiene 7 +d componentes.

Como antes:
n—1
X = Zx[i]- 2
/11:271 )
V= ZV[Z']-Z’
i=0
29 . x=vy

Ahora se divide:

s—1 )
X, = x[i]-2°

i=0

n—s—1 )
X, = x[i +s] 2

i=

(=}

Se afiaden los vectores v, y v, :
s+d—1 )
f— o i
Vi = Zvl [l] -2
i=0
n—s+d-1 )
2 valil-2”
i=0
De manera que se debe cumplir:

V)

d _
29-x, =V,
d _
29-x,=v,

Notas:

. . . d
1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a 2° - X = v, dado que V, ¥y V, nunca son
simultaneamente distintas de cero.

2. No es necesario afadir los vectores X, y X, porque son segmentos disjuntos de X .
Por lo tanto:
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s—1 s+d—1

23 x[i]- 2" = > v fi]- 2
Ilzigfl 'l:O n—s+d—1

2¢ Zx[i+s] 2 = Vz[l] 2!
i=0 i=0

vl[i],ie {0,...,s -1}
vi]= vl[i]+v2[i—s],ie {s,...,s+d -1}
vz[i—s],ie {s+d,....n+d -1}

Que es lo mismo que decir:

V=< vz[n —-s+d —1],...,v2 [d],vz[d —1]+ 2 [s+d —1],...,v2 [0]+ 12 [s],v1 [s —1]...,v1 [0]>
O también:

v[i]=v[ilie{0,....s -1}

v[i+s]= 2 [i+s]+ vz[i],ie {0,....,d -1}

V[i+s+d]= vz[i+d],ie {0,...,n—s—1}

Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.

< L >
X |
| X, X, |
< >« >
n—s S
s+d n—s+d
< > < >
| Vi | | Vs |
| X, | | X, |
< >« > < >« >
d S d n—-s
< L >
ld | [a | |
| v
| | | v,
< >
n—s+d
<4+“—>
n—s

Modelo en OPL: desplazal2a.mod.

b) El vector v tiene # componentes, asumiendo que se cumple £, + d<n-1.

Como antes:

n—1

x:Zx[i]-T

i=0
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v=S
i=0

(2 —:1)

Ahora se divide:

=

[i]-2'

=V

n—s—1

X, = Zx[i+s]-2i
i=0

Se afiaden los vectores v, y V, (V; no puede ser mayor que X ):

min(s+d—1,n-1) )
v = z Vi [i ] -2'

i=0

n—s—1 )

Va = sz [l] 2™
i=0

De manera que se debe cumplir:

d —
29 -x, =V,
d —
2°-x,=v,
Notas:

. . . d
1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a 2° - x =V, dado que v, y v, nunca son
simultineamente distintas de cero.

2. No es necesario afiadir los vectores X, y X, porque son segmentos disjuntos de X .

Por lo tanto:
s—1 ) min(s+d—1,n—1) )
2% il 2= w2
i=0 i=0

n—s—1 n—s—1

2¢ Z:x[i+s]-2i = Z\/z[l’]-Zi

vl[i],ie {O,...,si—l}
vi]= vl[i]+v2[i—s],ie {s,...,min(s+d —1,n—1)}
vz[i—s],ie {min(s+d,n),...,n—1}

Que es lo mismo que decir:

V=< \/2[;1—s—1],...,v2 [af—l],v2 [617—2]+v1 [min(s+d —1,;1—1)],...,\/2[0]+v1 [S],v1 [s—l]...,v1 [O]>

O también:
vi]= v, [ilie{0,...,s—1}
v[i+s]= v, [i+s]+v2[i],ie {0,...,min(s+d —1,n—1)—s}
vi+s+d]|=v,[i+dlie{0,...n—s—d -1}
Dado que t, +d <n-—1:
n—d—-1
Zx[i] =1
i=0
x[i ]= 0,Vie {n—d,...,n—1} (Véase el apartado Relaciones de igualdad y desigualdad)
Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.
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L re n—d >
< L >
| X |
| X, X, |
< > < >
n—s S
s+d
< >
v, | | v, |
| i | | X, |
< > < > - >
d N n—s
< L >
L [a ] |
| ™
I—I V,
n—s

Modelo en OPL: desplazal2b.mod.

3.4.2. Segundo planteamiento

a) Vector con indice de componentes 0,...,n—1.

Es necesario imponer que, dado un x[i] =1 entonces v[i +d ] = 1. Es decir, la equivalencia:
xlil=1ev]i+d]=1,Vie{,....n-d -1}

El valor del componente { +d de v depende del valor de x[i ] y, por tanto, se puede expresar de la
siguiente forma:

vi+d]|zx[i}Vie{o,...,n-d -1}

n-l-d

Zx[i] =1

v[i]=0,vie{o,...,d -1}
ya que para un x[i] =1 se esta imponiendo v[i +d ] 21, es decir, v[i +d ] =1, al ser v un vector
binario, y para X[i] =0 no se impone nada sobre v (v[i + d] >0).

Modelo en OPL: desplaza2a.mod, desplaza2a.osc

b) Vector con indice de componentes 1,...,7 .

Es necesario imponer que, dado un x[i] =1 entonces v[i +d ] = 1. Es decir, la equivalencia:
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xli]l=1ev]i+d]=1Vie fi,....n—d}

El valor del componente { +d de v depende del valor de x[i ] y, por tanto, se puede expresar de la
siguiente forma:

vi+d]=x[ilVie{l,...,n-d}
"_le[i] —1

x[i]z 0,Vie {n—d+1,...,n}

n—d

ZV[i+d] =1

i1

v[il=0,Viel,....d}

ya que para un x[i] =1 se esta imponiendo V[i +d |1, es decir, v[i + d]=1, al ser v un vector
binario, y para x[i] =0 no se impone nada sobre v (v[i + d] 2> 0).

Modelo en OPL: desplaza2b.mod, desplaza2b.osc

Fernando Saenz Pérez 42/51 07/09/01



Universidad Complutense de Madrid
’ Departamento de Sistemas Informaticos y Programacion

4. Representacion de funciones temporales discretas en
programacion con restricciones

4.1. Funcion intervalo temporal

4.1.1. Primera alternativa

Con orden superior:
a) Vector con indice de componentes 0,...,7n—1.

b) Vector con indice de componentes 1,...,7 .
int+ top=31;
range Indx 1l..top;
int+ d=4;
var int+ x[Indx] in 0..1;
var int+ p in 1..top-d+1;
solve {
sum(i in Indx) xI[i] = d;
sum(i in Indx) (i*(x[i]l=1)) = (p+p+d-1)*d/2;
//La suma de la serie aritmética es s=(al+an)*n/2

}i

Modelo en OPL: intervalo3.mod, intervalo3.osc.

4.1.2. Segunda alternativa
Con implicaciones logicas.
a) Vector con indice de componentes 0,...,n—1.

b) Vector con indice de componentes 1,...,7 .
var int+ x[1..n] in 0..1;
var int+ v[l..n] in 0..1;
solve {
sum(i in 1..n-d+1) x[i] = 1;
forall(i in 0..d-2) x[n-i]=0;
forall(i in 1..n-d+1)
forall(j in 0..d-1)
(x[i]1=1) => (vI[i+jl=1);

Modelo en OPL: intervalo4.mod, intervalo4.osc.

4.2. Funcion desplazamiento

Con implicaciones logicas.
a) Vector con indice de componentes 0,...,n—1.

b) Vector con indice de componentes 1,...,7 .

var int+ x[1..n] in 0..1;

var int+ v[1l..n] in 0..1;

solve {
sum(i in 1..n-d) x[i] = 1;
forall(i in 0..d-1) x[n-i]=0;
forall(i in 1..n-d)

(x[1]1=1) => (v[i+d]l=1);

}i
Modelo en OPL: desplaza4b.mod, desplaza4b.osc.
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5. Implementacion de restricciones globales mediante
restricciones locales

5.1. alldifferent
//

// Modelo de la restriccidn global alldifferent con restricciones
locales

//

// Representacidén de datos: array de datos.
//

int n=3;

range dominio 1..n;
var dominio array[dominio] ;

solve
{
forall(i,j in dominio : i < j)
array[i] <> arrayl[jl;

}i

5.2. circuit

La restriccion circuit calcula un camino hamiltoniano en un grafo. Asume un grafo totalmente conectado.
Se estudian dos representaciones:

2.1) Array de nodos del grafo. Cada elemento del array representa un nodo del grafo, i.e.,
circuito[i]=nodo (nodo es el i-ésimo nodo visitado). Por lo tanto, cualquier permutacién es un camino
hamiltoniano diferente. El indice del array identifica el orden en que se visitan los nodos del grafo.

//

// Modelo de la restriccidn global circuit con restricciones locales
//

// Representacidén de datos: array de nodos.

// Interpretacién: el valor de cada elemento del array es el orden en
el

// que se visita el nodo al que representa.

// Cualquier permutacidn es un circuito hamiltoniano.

//

int n=3;
range dominio 1..n;
var dominio circuito[dominio] ;

solve

{
}i

2.2) Array de nodos destino. Cada elemento del array representa el destino del nodo que esta representado
en el indice del array, i.e., destino[nodo_destino] = nodo_origen. Esta representacion corresponde a la
implementacién en OPL de la restriccion circuit. No toda permutacion es valida, porque pueden aparecer
subcircuitos.

Ej:

destino[1]=2;

destino[2]=1;

alldifferent (circuito) ;
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destino[3]=4;

destino[4]=3;

Para implementarlo se utiliza la representacion del caso anterior y se hace corresponder con la nueva
representacion.

circuito[ 1 [=nodoy;

circuito[n]=nodo,;

Como el nodo circuito[i] precede al nodo circuito[i+1], se debe cumplir:

destino[circuito[i]] = circuito[i+1], i=1..n-1

destino[circuito[n]]=circuito[ 1], (i=n)

El problema que aparece son las simetrias, puesto que aparecen permutaciones equivalentes con la
representacion anterior. Se pueden eliminar forzando el nodo de partida a un valor concreto. En la
representacion anterior aparecen necesariamente mas soluciones puesto que no esta especificado el nodo
de origen. En la representacion actual no hay nocion explicita en la representacion del primer nodo que se
visita y, por lo tanto, aparecen menos soluciones.

// Modelo de la restriccidn global circuit con restricciones locales
//

// Representacidén de datos: array de nodos destino.

// Interpretacidén: el indice de cada elemento del array es el nodo
origen

// y su valor es el nodo destino. circuito[origen]=destino

// No es véalida cualquier permutacidn, porque puede contener
subcircuitos.

// Se hace un cambio de representacidén: el array de nodos destino se
hace

// corresponder con un array de nodos, como en circuitl.mod

// Problema: aparecen simetrias

//

int n=3;

range dominio 1..n;

var dominio destino[dominio] ;

var dominio circuito[dominio] ;

solve
forall (i in dominio : i < n)
destino[circuito[i]] = circuito[i+1];
destino[circuito[n]] = circuitol[l];

// circuito[1l]=1;
alldifferent (circuito) ;

I
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6. Implementacion de restricciones globales con
programacion lineal mixta

6.1. alldifferent

Se debe implementar:
X, EX,L# o, € {1,..,n},x, € {l,..,n}

La desigualdad se representa con d = (x; — x ;) # 0, siendo ¢ una funcion constante discontinua en 0,
y se implementa con |d | <A:

d<-As+M(1-y5)

d>ms+A(l—ys)

Si es necesario implementar la igualdad, se hace el cambio de variable s porl-s resultando:

d<Ms—A(l-ys)

d>As+m(l—ys)
Modelo en OPL (alldiffi.prj):
int n=...;

float+ delta=...;

var int x[1..n] in 1..n;

var int s[l1..n,1..n] in 0..1;
var float d[l..n,1..n];

solve

{

forall(i,j in 1..n: i<j)

dli,jl=x[i]l-xI[3];
dli,jl<=-delta*s[i,jl+(n-1)*(1-s[i,3]1);
dl[i,jl>=-(n-1)*s[i,jl+delta*(1-s[i,]]);
Vi
}i

6.2. circuit

La variable binaria d[i,j] = 1 representa que hay una conexién del nodo i al nodo j, si es 0 que no hay.
Con:
forall(j in 1..n)

sum(i in 1..n: i<>j) dli,jl=1;
se asegura de que salga un tramo de cada ciudad.
Con:
forall(i in 1..n)

sum(j in 1..n: i<>j) dli,jl=1;
se asegura de que llegue un tramo de cada ciudad.
Con:
forall(i,j in 2..n:i<>3j)

ylil-y[3l+(n-1)*d[i,Jjl<=n-2;
se asegura de que no haya ninglin subcircuito.
El modelo en OPL:
int n=...;
var int d[l..n,1..n] in 0..1;
var float y[2..n];
solve
{

forall(j in 1..n)
sum(i in 1..n: i<>3j) dI[i,jl=1;
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forall(i in 1..n)
sum(j in 1..n: i<>3j) dI[i,jl=1;
forall(i,j in 2..n:i<>j)
yI[il-y[jl+(n-1)*d[i,j]l<=n-2;
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7. Comparacion entre programacion lineal mixta y
programacion con restricciones

7.1.1.

alldifferent

Busqueda de la primera solucion. Los resultados se expresan en segundos.

Restriccion global en Solver: alldiffg.prj
Restricciones locales en Solver: alldiffl.prj
Restricciones lineales mixtas: alldiffi.prj

Resultados:

n

alldiffg (onValue)

alldiffl

alldiffi

10

0.08

11

0.20

12

0.34

13

16.86

14

0.48

15

>775

16

>725

50

96.83

500

2.13

1000

12.34

1100

16.43

1200

26.70

1300

44.29

1400

45.50

1500

55.48

1600

77.62

2000

3.16

3000

9.57

4000

27.66

5000

57.55

6000

96.53

7000

175.68

8000

325.70

7.1.2. circuit

Restriccion global en Solver: circuitg.prj
Restriccion global en Solver con alldifferent: circuit2.prj
Restricciones locales en Solver: circuitl.prj
Restricciones lineales mixtas: circuiti.prj

Resultados:

n circuitg

circuit2

(alldifferent)

circuitl

circuiti

10 0.05

0.03

1.34

15

0.96

20

0.24

30

0.92

40

44.19

50 0.00

0.07

60.25

100

0.01

0.55

500

0.33

58.21

600

102.13

1000

1.10

478.14
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2000 7.00
3000 23.30
5000 153.78
6000 316.51
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8. Ejemplos de programacion

8.1. Numeros primos
Dada x € {l,.., n}, una posible expresion que expresa el conjunto de nimeros primos es:

' {;v’ }(x >1) = ((xmodi) <> 0)

Modelo en OPL: primos.mod.

8.2. Reparto de pesos

Dadas n variables reales X,..., X, ; y sus porcentajes de participaciéon p,,..., p,_, enuna cantidad

comun, se trata de expresar dicho acoplo. Es decir, se debe satisfacer:
n—1 n—1

X = inpi , donde Zpi =1
i=0 i=0

Modelo en OPL: pesos.mod.
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