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1. Representación de funciones discretas en programación
lineal mixta

Para modelar las funciones discretas, como la función escalón, con restricciones lineales se pueden
aplicar dos enfoques. El primero es un enfoque topológico para determinar las regiones factibles en un
plano continuo-discreto (ordenadas-coordenadas). El segundo es un enfoque lógico, más intuitivo, en el
que se introducen variables binarias para modelar expresiones lógicas. Así, se hace uso de la
programación lineal mixta para la expresión y resolución (eficaz) de las funciones discretas, evitando el
uso de las conectivas lógicas de la programación con restricciones.
En lo que sigue, x es una variable real, s y s1 son variables binarias, y [m,M] es el dominio de x.
Si la variable binaria s se interpreta como una variable lógica, su complemento se expresa como 1-s. La
disyunción exclusiva v1⊕v2 se expresa con la variable lógica auxiliar s como v1s+v2(1-s). Una
inecuación "x operador (v1 si s) o (v2 si no s)" se expresa como "x operador v1s+v2(1-s)".

1.1. Función escalón 0-1
La función escalón se describe mediante las restricciones: Si x≤D y x≥m entonces s=0. Si x≤M y x≥D

entonces s=1. Es decir: 
�
�
�

=
=

≤
1,
0,

sparaM
sparaD

x y 
�
�
�

=
=

≥
1,
0,

sparaD
sparam

x , que se expresan en las dos

restricciones lineales mixtas: MssDsx +−≤ )1()(  y Dssmsx +−≥ )1()( .

s

x

D

0 1

x(s)=Ds
M

m

1.2. Función escalón 1-0
La función escalón se describe mediante las restricciones: Si x≤D y x≥m entonces s=1. Si x≤M y x≥D

entonces s=0. Es decir: 
�
�
�

=
=

≤
1,
0,

sparaD
sparaM

x  y 
�
�
�

=
=

≥
1,
0,

sparam
sparaD

x , que se expresan en las dos

restricciones lineales mixtas: DssMsx +−≤ )1()(  y mssDsx +−≥ )1()( .

Nota: Para x=D, hay dos posibles valores de s porque las
inecuaciones describen intervalos cerrados.

Modelo en OPL: esca01.prj y esca01.osc.
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s

x

D

0 1 x(s)=D(1-s)

M

m

Otra alternativa para modelar funciones discretas es mediante la composición de funciones discretas
conocidas. Por ejemplo, la función escalón 1-0 ( )(10 xfesc ) se puede expresar en términos de la función

escalón 0-1 ( )(01 xfesc ) como )(1)( 0110 xfxf escesc −= .

En 1), )(01 xfesc  está representada por  s, por lo que sxfesc −= 1)(10 .  Para obtener las restricciones
que la modelan (x(s)), basta con hacer el cambio de variable s por 1-s:

)1()1())1(1()1( sMDssMsDxMssDx −+=−+−−≤�+−≤  y
)1()1()11()1( sDmssDsmxDssmx −+=−++−≥�+−≥ , por lo que se llega a las

mismas restricciones.

1.3. Función delta de Kronecker
En el plano real, la delta de Kronecker se puede especificar por composición de las funciones escalón 01
y 10 como muestra la siguiente figura:

Nota: Para x=D, hay dos posibles valores de s porque las
inecuaciones describen intervalos cerrados.

Modelo en OPL: esca10.prj y esca10.osc.
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s1

s2

DK

s

22 )1( MssDx +−≤

)1( 11 sDmsx −+≥

22 )1( Dssmx +−≥

D

)(101 xfs esc=

)(012 xfs esc=

1)()()( 0110 −+= xfxfxK escescD

s1=1 s1=0

s2=0 s2=1

s1=1
s2=0

s1=0
s2=1

x

x

x

Mm

11)1( MssDx +−≤

s1=0
s2=1

 Así, las restricciones que describen a la función delta de Kronecker vendrían dadas por lo siguiente, si
especificasen intervalos cerrados:

)1( 11 sDmsx −+≥
)1( 11 sMDsx −+≤

22 )1( MssDx +−≤

22 )1( Dssmx +−≥
121 −+= sss

1.4. Función pulso cuadrado

Definimos la función pulso cuadrado como 
( )

�
�
� ∈

=
...,0

,,1
)( 21

, 21 coe
DDx

xpc DD

Para obtener la función pulso cuadrado se aplicará también la composición de funciones discretas, como
se observa en la siguiente figura:
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s1

s2

s3

s

222 )1( MssDx +−≤

)1( 111 sMsDx −+≤
)1( 111 sDmsx −+≥

222 )1( sDsmx +−≥

D1 D2

)(101 xfs esc=

)(012 xfs esc=

)()( 01103 xfxfs escesc +=

))()((1 0110 xfxfs escesc +−=

s1=1 s1=0

s2=0 s2=1

s1=1
s2=0

s1=0
s2=0

s1=0
s2=1

x

x

x

x

Mm

Así, las restricciones que describen a la función pulso cuadrado vendrían dadas por:
)1( 111 sDmsx −+≥
)1( 111 sMsDx −+≤

222 )1( MssDx +−≤

222 )1( sDsmx +−≥
)(1 21 sss +−=

Sustituyendo s2 de la última ecuación en las anteriores inecuaciones, se obtiene:
)1( 111 sDmsx −+≥
)1( 111 sMsDx −+≤

)1()( 112 ssMssDx −−++≤
)1()( 121 ssDssmx −−++≥

11 ≤+ ss
Modelo en OPL: pulscuad.prj y pulscuad.osc.

1.5. Función Delta de Kronecker
La función Delta de Kronecker, que se ilustra en la siguiente figura se modelaría con las mismas
restricciones anteriores con ε−= DD1  y ε+= DD2 , siendo ε  un número lo suficientemente
pequeño.
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ε−D

s

x

ε+D
D

m M

)1)(( 11 sDmsx −−+≥ ε
)1()( 11 sMsDx −+−≤ ε

)1())(( 11 ssMssDx −−+++≤ ε
)1)(()( 11 ssDssmx −−+++≥ ε

11 ≤+ ss
Modelo en OPL: deltaK.prj y deltaK.osc.

1.6. Función constante discontinua en un intervalo
Se representa en la siguiente figura, y se representa mediante la disyunción exclusiva

)()( 21 MxDxDxmx ≤∧≥⊕≤∧≥ . Usando la variable binaria s que denota el argumento de la
disyunción exclusiva que se cumple, se reescribe con restricciones de manera análoga al punto 1) como:

)1(
)1(

2

1

sDmsx
sMsDx

−+≥
−+≤

D1 D2

s

x

Mm Modelo en OPL: discint.prj.

1.7. Función constante discontinua en un punto
Corresponde a la misma situación anterior con ε−= DD1  y ε+= DD2 , siendo ε  un número lo
suficientemente pequeño.
La función constante discontinua en un punto se representa con:

)1)((
)1()(

sDmsx
sMsDx

−++≥
−+−≤

ε
ε
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ε−D

s

x

Mm ε+D
D Modelo en OPL: discint.prj.

1.8. Recubrimiento de un segmento real con funciones pulso
cuadrado

1.8.1. Intervalos cerrados
Dado un segmento real representado por una variable [ ]Mmx ,∈ , se trata de recubrirlo completamente
con pulsos cuadrados no solapados, como se muestra en la siguiente figura:

s0

s1

sn-1

s

x

x

x

x

Mm

...

...

Asignando una variable binaria is  a cada intervalo [ ]1, +ii xx , se impone que sólo una pueda valer 1 y

que la variable independiente x  tenga un valor en el intervalo [ ]1, +ii xx  cuando 1=is , que se modela
con:

1
1

0
=�

−

=

n

i
is

�
−

=

≥
1

0

n

i
ii sxx
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�
−

=
+≤

1

0
1

n

i
ii sxx

Aplicación: Gasoducto con presiones en un extremo Ap  y en otro Bp  sometido a un flujo x . La
relación entre las tres variables se plantea por intervalos de confianza:

[ ] [ ] [ ]BiBiBAiAiAii MpmppMpmppxxx ,,, 1 ∈∧∈⇔∈ +

Esto se puede plantear de la siguiente forma alternativa:

[ ]
�
�
�

≤≤
≤≤

⇔∈ +
BiBBi

AiAAi
ii Mppmp

Mppmp
xxx 1,

Asignando una variable binaria is  a cada intervalo [ ]1, +ii xx , se impone que sólo una pueda valer 1 y

que la variable independiente x  tenga un valor en el intervalo [ ]1, +ii xx  cuando 1=is , que se modela
con:

1
1

0
=�

−

=

n

i
is

�
−

=
≥

1

0

n

i
ii sxx

�
−

=
+≤

1

0
1

n

i
ii sxx

Así, se pueden plantear las siguientes restricciones:

�
−

=
⋅≥

1

0

n

i
AiiA mpsp

�
−

=
⋅≤

1

0

n

i
AiiA Mpsp

�
−

=
⋅≥

1

0

n

i
BiiB mpsp

�
−

=
⋅≤

1

0

n

i
BiiB Mpsp

En total, dado n el número de intervalos, se necesitan 3 restricciones para modelar los pulsos cuadrados y
4 para acotar las presiones; n variables binarias para los pulsos cuadrados y tres para las variables reales.
7 restricciones, n variables binarias y 3 variables reales.

1.8.2. Intervalos semicerrados
Los intervalos son ahora de la forma [ )1, +ii xx . Es necesario añadir un desplazamiento ε  para evitar los
puntos comunes de los intervalos:

1
1

0
=�

−

=

n

i
is

�
−

=
≥

1

0

n

i
ii sxx

�
−

=
++−≤

1

0
1

n

i
ii sxx ε
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2. Representación de funciones no lineales en programación
lineal mixta

2.1. Función lógica igualdad
La función lógica igualdad )( yxs == , donde x  e y  son variables reales y s  es binaria:

�
�
�

=
≠

=
yxsi
yxsi

s
,1
,0

Haciendo yxd −= ,  d es la función Delta de Kronecker. Por lo tanto:

)1()(
)1()(

)1(
)1(

11

11

11

11

ssssmd
ssMssd

sMsd
smsd

−−++≥
−−++≤

−+−≤
−−≥

ε
ε

ε
ε

O, lo que es lo mismo, y sin introducir d :

)1()(
)1()(

)1(
)1(

11

11

11

11

ssssmyx
ssMssyx

sMsyx
smsyx

−−++≥−
−−++≤−

−+−≤−
−−≥−

ε
ε

ε
ε

donde M es el máximo de la diferencia yx − , y m es el mínimo de la diferencia yx − . Si

[ ]xx Mmx ,∈  e [ ]yy Mmy ,∈ , entonces:

yx

yx

Mmm
mMM

−=

−=

Modelo en OPL: igualdad.prj y igualdad.osc.

2.2. Función lógica desigualdad
La función lógica desigualdad )( yxs ≠=  se implementa como el complemento de la igualdad, es
decir, haciendo el cambio de variable s por s−1 :

)()1(
)()1(

)1(
)1(

11

11

11

11

ssssmyx
ssMssyx

sMsyx
smsyx

−+−+≥−
−+−+≤−

−+−≤−
−−≥−

ε
ε

ε
ε

(Con el mismo significado para los símbolos que en el caso anterior)
Modelo en OPL: desigual.prj y desigual.osc.

2.3. Equivalencia lógica
La equivalencia 21 LL ⇔ , siendo 1L y 2L  variables lógicas, es el resultado lógico de 21 LL = , y se

puede representar en programación lineal mixta con la inecuación 21 LL ≤ , como se puede comprobar
en la siguiente tabla de verdad:
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1L 2L
21 LL ⇔ ( 21 LL ≤ ) 11 LL ⊕≡

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

2.4. Implicación lógica )()0( cyx =�= , x binaria, y real, c
constante real

Se debe acotar y  cuando 0=x . Por lo tanto:

xcxMy ≤

2.5. Implicación lógica
La implicación 21 LL � , siendo 1L y 2L  variables lógicas, es el resultado lógico de 21 LL = , y se

puede representar en programación lineal mixta con la inecuación 21 LL ≤ , como se puede comprobar
en la siguiente tabla de verdad:

1L 2L
21 LL �  ( 21 LL ≤ ) 11 LL ⊕≡

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

2.6. Producto de una variable real por una variable binaria
Se trata de representar sxy = , donde x e y son reales y s es binaria, [ ]1,0, ∈yx , { }1,0∈s

2.6.1. Primer planteamiento
El resultado se puede representar con las siguientes equivalencias lógicas:

xys
ys

=⇔=
=⇔=

1
00

La condición lógica 1=s se representa por s , y su complemento ( 0=s ) por s−1 . El valor 1 se
interpreta como true, y el valor 0 como false.
Los antecedentes de las equivalencias se representan, respectivamente, por s y por s−1 , y los
consecuentes, por )0(1 =≡ yc y )(2 xyc =≡ .

�
�
�

≠
=

=
0,0
0,1

1 ysi
ysi

c , que corresponde a la función Delta de Kronecker.

�
�
�

≠
=

=
xysi
xysi

c
,0
,1

2 , que corresponde a la función lógica igualdad.

Representación en programación lineal mixta:
1) Equivalencia 00 =⇔= ys :

11 cs =−
2) Equivalencia xys =⇔= 1 :

2cs =
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3) Delta de Kronecker 
�
�
�

≠
=

=
0,0
0,1

1 ysi
ysi

c :

)1( 11 ssmy y −−≥ ε
)1( 11 sMsy y −+−≤ ε

)1()( 1111 csMcsy y −−++≤ ε
)1()( 1111 cscsmy y −−++≥ ε

111 ≤+ cs
Donde ym es el mínimo valor del dominio de y , y yM es el máximo valor del dominio de y .

4) Función igualdad 
�
�
�

≠
=

=
xysi
xysi

c
,0
,1

2

1
)1()(
)1()(

)1(
)1(

22

2222

2222

22

22

≤+
−−++≥−
−−++≤−

−+−≤−
−−≥−

cs
cscsmyx
csMcsyx

sMsyx
smsyx

ε
ε

ε
ε

Donde yxM − es el valor máximo que puede tomar la diferencia yx − , y yxm − el valor mínimo, que se
calculan como:

yxyx

yxyx

Mmm
mMM

−=

−=

−

−

Sustituyendo 1c  de 1) y 2c de 2) en 3) y 4), se obtiene:

)1( 11 ssmy y −−≥ ε
)1( 11 sMsy y −+−≤ ε

)()1( 11 ssMssy y −+−+≤ ε
)()1( 11 ssssmy y −+−+≥ ε

ss ≤1

1
)1()(
)1()(

)1(
)1(

2

22

22

22

22

≤+
−−++≥−
−−++≤−

−+−≤−
−−≥−

ss
ssssmyx
ssMssyx

sMsyx
smsyx

ε
ε

ε
ε

En resumen, se introducen tres nuevas variables binarias y diez restricciones. Además, el resultado no es
exacto, tiene un error ε .

Modelo en OPL: prodrb.prj y prodrb.osc.
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2.6.2. Segundo planteamiento
El producto

sxy = (0)
donde x e y son reales y s es binaria se modela razonando en términos de las restricciones que deben
aparecer para los distintos valores de las variables. La variable con menor cardinalidad en su dominio es
s ,  por lo que se comienza planteando las restricciones que deben aparecer para sus dos posibles valores
(0 y 1):

xys ∀=�= ,00 (1)
xys =�= 1 (2)

Para modelar (1) en función de s :
sy ≤ (3)

Por lo tanto: 00 =�≤ yy
que también satisface (2):

01 =�≤ yy
Para modelar (2) en función de s no es suficiente una única restricción, puesto que se violaría (1)1. Así, la
igualdad se modela a partir de:

xy ≤ (4)
xy ≥ (5)

La restricción (4) satisface (1):
0≤y

Sin embargo, la restricción (5) no satisface (1):
xy ≥

ya que el límite inferior de y  no se debe acotar, y en esta restricción se expresa que coincide con el de x .
Por lo tanto, se reescribe para expresar una traslación en función de s  de manera que el límite inferior del
dominio de y  no se modifique:

1−+≥ sxy (6)
Así, cuando 1=s , la restricción queda como (5), y cuando 0=s , se satisface (1):

1−≥ xy
ya que el mayor valor que puede tomar el lado derecho es 0  y, por lo tanto, no se acota y .
En resumen, sxy =  se modela con:

sy ≤ (3)
xy ≤ (4)

1−+≥ sxy (6)

Si [ ]Mmyx ,, ∈ , { }1,0∈s
smy ⋅≤ (3)

Demostración de la equivalencia semántica de {(0)} y {(3),(4),(6)}
1) Dominio de s : }1,0{∈s . Este caso está demostrado en el planteamiento.

2) Dominio de y : [ ]1,0∈y .
2.1) Para 000 =∨=�= xsy

s≤0  de (3) (7)
x≤0 de (4) (8)

10 −+≥ sx  de (6) (9)

                                                          
1 Nótese que para usar una restricción de igualdad que seleccione una variable del lado derecho, habría
que usar una restricción no lineal, como la original sxy = .
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Para 0=s  (7) se satisface, (9) queda 10 −≥ x  (el límite superior de x no se acota: 1≤x ), y (8) no
acota el límite inferior de x .
Para 1=s  (7) se satisface, (9) queda 00 =�≥ xx , y (8) se satisface.
2.2) Para 111 =∧=�= xsy

11 =�≤ ss  de (3) 
11 =�≤ xx de (4) 

1111 −+≥  de (6) se satisface
2.3) Para axsaay =∧=�∈= 1)1,0(,

sa ≤  de (3) (10)
xa ≤ de (4) (11)

1−+≥ sxa  de (6) (12)
Para 0=s , (3) no se satisface.
Para 1=s  (12) queda xa ≥ , que con (11) se expresa ax = .
3) Dominio de x : [ ]1,0∈x .
3.1) Para syx ∀=�= ,00

sy ≤  de (3) (13)
00 =�≤ yy de (4) 

1−≥ sy  de (6) (14)
Para 0=s  se satisfacen (13) ( 00 ≤ ) y (14) ( 10 −≥ ).
Para 1=s  se satisfacen (13) ( 10 ≤ ) y (14) ( 00 ≥ ).
3.2) Para syx =�= 1

sy ≤  de (3) (15)
1≤y de (4) (16)
sy ≥  de (6) (17)

De (15) y (17) se deduce sy = . (16) no modifica el dominio de y .
3.3) Para )1()00()1,0(, =∧=∨=∧=�∈= saysyaax

sy ≤  de (3) (18)
ay ≤ de (4) (19)

1−+≥ say  de (6) (20)
Para 0=s , de (18) se deduce 0=y , y se satisfacen (19) ( a≤0 ) y (20) ( 110 ≤≡−≥ aa ).
Para 1=s , se satisface (18) ( 1≤y ), y de (19) ( ay ≤ ) y (20) ( ay ≥ ) se deduce ay = .

Modelo en OPL: prodrb1.prj y prodrb1.osc.

2.7. Producto de variables binarias
Se trata de modelar el producto 10 −= nssa � , donde todas las variables implicadas son binarias. El
producto binario se puede especificar a partir de su tabla como:

��

�
�

� == �
−

=
...,0

,1
1

0
coe

nssia
n

i
i

O, lo que es lo mismo, mediante implicaciones:

nsa
n

i
i =�= �

−

=

1

0
1
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nsa
n

i
i <�= �

−

=

1

0
0

No es posible representar la desigualdad estricta con precisión en el eje real; sin embargo, este caso
corresponde a un eje discreto, ya que is  son binarias y su suma discreta. Por lo tanto, se puede reescribir
lo anterior de la manera siguiente:

5,01
1

0
−≥�= �

−

=

nsa
n

i
i (1)

5,00
1

0
−≤�= �

−

=

nsa
n

i
i (2)

Donde se han sustituido la igualdad y la desigualdad estricta por desigualdades no estrictas (añadiendo los
necesarios factores de desplazamiento 5,0±  para mantener ciertas las relaciones.
Esto se puede modelar como:

ans
n

i
i )5,0(

1

0
−≥�

−

=

naans
n

i
i +−−≤�

−

=

)1)(5,0(
1

0

Así, para 1=a : 5,0
1

0
−≥�

−

=

ns
n

i
i  y ns

n

i
i ≤�

−

=

1

0

 y, para 0=a : 0
1

0
≥�

−

=

n

i
is  y 5,0

1

0
−≤�

−

=

ns
n

i
i , por lo

que se cumplen las relaciones (1) y (2).

Modelo en OPL: prodbin.prj y prodbin.osc.

Aplicación:
Con el producto de variables binarias se modela la conjunción n-aria.

2.8. Producto de una variable binaria por una variable real o
entera

Se trata de representar sxy = , donde x e y son reales o enteras y s es binaria.

2.8.1. Primer caso. Variable real positiva
[ ]Mmx ,,�∈ , 0≥m , )()( ydomxdom ⊆ , { }1,0∈s

Razonando como en 2.6.2:
sMy ≤
xy ≤

Msxy )1( −+≥
Así, si 0=s :

0≤y , xy ≤  se satisface, Mxy −≥  siempre será menor o igual que 0 , por lo que 0=y .
Si 1=s :

My ≤ , que sólo acota por arriba a y , xy ≤  y xy ≥ , por lo que xy = .

Modelo en OPL: prodrpb.mod.



Fernando Sáenz Pérez 17/51 07/09/01

Universidad Complutense de Madrid
Departamento de Sistemas Informáticos y Programación

2.8.2. Segundo caso. Variable real negativa
[ ]Mmx ,,�∈ , 0, ≤Mm , )()( ydomxdom ⊆ , { }1,0∈s

Razonando como en 2.6.2:
sMy ≥
xy ≥

Msxy )1( −+≤
Así, si 0=s :

0≥y , xy ≥  se satisface con 0=y , Mxy −≤ , Mx − siempre será mayor o igual que 0 , por lo
que 0=y .
Si 1=s :

My ≥ , que sólo acota por abajo a y , xy ≤  y xy ≥ , por lo que xy = .

Modelo en OPL: prodrnb.mod.

2.8.3. Tercer caso. Variable real con dominio de número positivos y
negativos

[ ]Mmx ,,�−∈ , 0,0 ≥≥ Mm , )()( ydomxdom ⊆ , { }1,0∈s
La variable real se descompone en una parte positiva y otra negativa. Después se aplica el razonamiento
anterior a ambas.

xnxpx −=
psxnpsxpxnsxpsy −=⋅−⋅= , donde psxn  y psxn  son dos nuevas variables que representan

los productos xps ⋅  y xns ⋅  respectivamente.
sMpsxp ≤
xppsxp ≤

Msxppsxp )1( −+≥
smpsxn ≤
xnpsxn ≤

msxnpsxn )1( −+≥
Número de variables binarias añadidas: 1
Número de variables reales añadidas: 2+2.
Número de restricciones: 1+7.

Modelo en OPL: prodrb.prj.

2.9. Producto de variables enteras
Se trata de representar yxz ⋅= , donde x , y  y z son enteras.

2.9.1. Primer planteamiento
El producto yxz ⋅=  puede expresarse como:

{ }{ }
� �

∈ ∈

⋅⋅⋅=
Mxmxi Mymyj

yx jijiz
,, ,,

)()(
� �

δδ

{ }
�

∈

⋅=
Mxmxi

x iix
,,

)(
�

δ

{ }
�

∈

⋅=
Mymyj

y jjy
,,

)(
�

δ
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{ }
1)(

,,

=�
∈ Mxmxi

x i
�

δ

{ }
1)(

,,

=�
∈ Mymyj

y j
�

δ

Siendo xδ  y yδ  variables binarias.

Los productos )()(),( jiji yxxy δδδ ⋅=  se expresan con las siguientes restricciones (véase el apartado
2.7):

),(5,1)()( jiji xyyx δδδ ⋅≥+
),(2)),(1(5,1)()( jijiji xyxyyx δδδδ ⋅+−⋅≤+

2.9.2. Segundo planteamiento
El producto yxz ⋅=  puede expresarse como:

{ }
�

∈

⋅⋅=
Mxmxi

x yiiz
,,

)(
�

δ (1)

{ }
�

∈

⋅=
Mxmxi

x iix
,,

)(
�

δ

{ }
1)(

,,

=�
∈ Mxmxi

x i
�

δ

Siendo xδ  variables binarias.

Los productos yiip x ⋅= )()( δ  se expresan con las restricciones indicadas en los apartados  2.8.1 al
2.8.3, según sea el dominio de y .

Alternativamente, el producto yxz ⋅=  puede expresarse como:

{ }
�

∈

⋅⋅=
Mymyj

y xjjz
,,

)(
�

δ (2)

{ }
�

∈

⋅=
Mymyj

y jjy
,,

)(
�

δ

{ }
1)(

,,

=�
∈ Mymyj

y j
�

δ

Siendo yδ  variables binarias.

Los productos xjjp y ⋅= )()( δ  se expresan con las restricciones indicadas en los apartados 2.8.1 al
2.8.3, según sea el dominio de x .
La elección de una alternativa u otra puede estar guiada por los siguientes criterios:
• (1) es mejor que (2) cuando el dominio de x  incluye positivos y negativos y el dominio de y  no, y

viceversa.
• Si los dominios tanto de x  como de y  incluyen positivos y negativos, se elegirá (1) si la

cardinalidad del dominio de x  es menor que la del dominio de y  (menor número de restricciones
para modelar el producto de una variable entera por otra binaria), y viceversa.

Modelos en OPL:
• Entero positivo por entero positivo: prodepep.prj
• Entero positivo por entero: prodepe.prj
• Entero por entero: prodee.prj
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2.10. Aproximación de funciones por tramos

2.10.1. Aproximación de funciones bidimensionales por tramos constantes

Dada una función )(xf , como la representada en la Figura 1-(a), )(
~

xf  la aproxima por tramos como
se representa en la Figura 1-(b).

x

)(xf

x

)(
~

xf

0x 1x 2x 3x 4x 5x0f

3f

4f
1f

2f

(a) (b)

Figura 1. Representación de funciones por tramos constantes

Es decir, dada una función a discretizar )(xf , ix  los valores de x  que definen los intervalos de

discretización y if  los valores constantes de )(xf  en el intervalo [ ]1, +ii xx :

[ )
[ )

[ )�
�

�

�
�

�

�

∈

∈
∈

=

−− nnn xxxsif

xxxsif
xxxsif

xf

,,

,,
,,

)(

11

211

100

~

�

Primer planteamiento
Asignando una variable binaria is  a cada intervalo [ ]1, +ii xx , se impone que sólo una pueda valer 1 y

que la variable independiente x  tenga un valor en el intervalo [ ]1, +ii xx  cuando 1=is . Así, el valor de

)(
~

xf  se calcula como:

�
−

=
=

1

0

~
)(

n

i
ii fsxf

El resto de restricciones queda:

1
1

0
=�

−

=

n

i
is

�
−

=
≥

1

0

n

i
ii sxx

�
−

=
+≤

1

0
1

n

i
ii sxx
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Es decir, se impone que para un 1=is : ixx ≥  y 1+≤ ixx , que es lo mismo que [ ]1, +∈ ii xxx . Por

tanto: ifxf =)(
~

.

Nota: En los puntos ix , la función )(
~

xf  puede tomar tanto el valor if  como el valor 1−if .

Modelo en OPL: ftramoc.prj y ftramoc.osc.

Aplicación: Compresor con presión de entrada Ap  y de salida Bp , definido por el flujo x  como se
muestra en la tabla:

x
Ap Bp

[ ]75,0 0.0000 0.9980

[ ]150,75 0.0577 0.9985

[ ]225,150 0.2310 0.9999

[ ]300,225 0.5212 1.0024

[ ]375,300 0.9302 1.0059

[ ]M,375 1.0104 1.4609

Tanto Ap  como Bp  se pueden modelar por tramos constantes exactamente (por su propia definición

)()(
~

xpxp ii = ). Dado Ap  modelado como se indica arriba, Bp basta con expresarlo con:

�
−

=
=

1

0
)(

n

i
iiB psxp , siendo is  las mismas que las utilizadas en el modelo de Ap . El número de

restricciones es 3 (para is )+2 (para Ap  y Bp ) = 5, y el de variables 5 (para is ) + 3 (originales)=8.

Segundo planteamiento
El planteamiento de la resolución se hace componiendo funciones escalón 01 [Sae00b], de la siguiente
forma:

))()(())()(()()( 01
2

01
1

01
0

01
1

01
0

~

1110 xffxffxffxffxffxf nn xnxnxxx −− −++−+= −� dado

que, para un x  determinado en el intervalo [ ]1, +ii xx , { }iixf ix ,,0,1)(01
�∈=  y, por tanto, hay que

eliminar de )(
~

xf  las contribuciones de los términos en los que aparecen las )(01 xf ix  anteriores a x .
Resumiendo:

� �
−

=

−

=

−=
1

0

1

0

0101
~

))()(()(
n

i

i

j
xjxi xffxffxf ii

, con las restricciones de las funciones escalón 01 expresadas

como:

{ }1,,0
)())(1(
)())(1(

0101

0101

−∈∀
�
�
�

+−≥
+−≤

ni
xfxxfmx
xMfxfxx

ii

ii

xix

xxi
�

Hay, por tanto, 12 +n  restricciones y n variables binarias (sin contar la que podría ser necesaria para

)(
~

xf ).
Notas:

- Las funciones escalón )(01 xf ix  están multivaloradas en ix , por lo que en ix  el resultado de )(
~

xf
puede ser tanto el valor del tramo anterior como el del posterior.
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- [ ]0

~

0 ,,0)( fmxxfmf ∈=�>

- [ ]Mxxfxf nn ,,)( 1

~
∈= −

Modelo en OPL: ftramoc1.prj y ftramoc1.osc.

Tercer planteamiento
El planteamiento de la resolución se hace componiendo funciones pulso cuadrado [Sae00b], de la
siguiente forma, donde )(xf  es la función a discretizar, ix  son los valores de x  que definen los

intervalos de discretización, if  son los valores constantes de )(xf  en el intervalo [ ]1, +ii xx :

[ )
[ )

[ )�
�

�

�
�

�

�

∈

∈
∈

=

−− nnn xxxsif

xxxsif
xxxsif

xf

,,

,,
,,

)(

11

211

100

~

�

)(
~

xf  se podría especificar como:

)()()()( ,1,1,0

~

12110
xpcfxpcfxpcfxf

nn xxnxxxx −−+++= � , con las restricciones de las funciones
pulso cuadrado definidas por:

{ }1,,0

1)(
))(1())((
))(1())((

)1(
)1(

1

11

11

,

,1,

,,1 −∈∀

�
�
�

�

��
�

�

�

≤+
−−++≥
−−++≤

−+≤
−+≥

+

++

++

+

+ ni

sxpc
xpcsxxpcsmx
xpcsMxpcsxx

sMsxx
sxmsx

ixx

xxiixxi

xxixxii

iii

iii

ii

iiii

iiii
�

donde

Nota: En los puntos { }1,,1, −∈ nixi � , )(
~

ixf  puede tomar los valores 0 , if  o 1++ ii ff , en lugar

de ii fxf =)(
~

, dado que )(
1, xpc

ii xx +
 y )(

21, xpc
ii xx ++

pueden tomar cualquier combinación de los

valores 0  o 1  en ix  (Véase [Sae00]).

2.10.2. Aproximación de funciones bidimensionales por tramos lineales

Dada una función )(xf , como la representada en la  Figura 2-(a), )(
~

xf  la aproxima por tramos como
se representa en la Figura 2-(b).
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x

)(xf

x

)(
~

xf

0x 1x 2x 3x 4x 5x
0f

3f

4f

1f

2f

(a) (b)

5f

Figura 2. Representación de funciones por tramos lineales

Es decir, dada una función a discretizar )(xf , ix  los valores de x  que definen los intervalos de

discretización y if  los valores de )(
~

ixf , )(
~

xf  se define como:

[ ]
[ ]

[ ]�
�

�

�
�

�

�

∈+

∈+
∈+

=

−−− nnnn xxxsixma

xxxsixma
xxxsixma

xf

,,

,,
,,

)(

111

2111

1000

~

�

donde xma ii +  es la recta que une los puntos ix  y 1+ix . Por tanto:

ii

ii
i xx

ffm
−
−=

+

+

1

1

iiii xmfa −=
Asignando una variable binaria is  a cada intervalo [ ]1, +ii xx , se impone que sólo una pueda valer 1 y

que la variable independiente x  tenga un valor en el intervalo [ ]1, +ii xx  cuando 1=is , que se modela
con:

1
1

0
=�

−

=

n

i
is

�
−

=
≥

1

0

n

i
ii sxx

�
−

=
+≤

1

0
1

n

i
ii sxx

Así, el valor de )(
~

xf  se calcula como:

�
−

=
+=

1

0

~
)()(

n

i
iii sxmaxf

Esta expresión involucra un término no lineal ( ii xsm ) para el que se aplica la solución del apartado 2.6.

Para ello es necesario un cambio de variable para expresar el producto ixs  como el producto de una
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variable real en el intervalo [ ]1,0  por una variable binaria 0-1. Si [ ]Mmx ,∈ , entonces hacemos el

cambio de variable mmMxx +−= )(01  y 
~
f  queda expresada por:

��
−

=

−

=
++=++=

1

0

1

0
0101

~
))(())(()(

n

i
iiiii

n

i
iiiii ykmmasxskmmasxf ,

siendo )( mMmk ii −=  01xsy ii = , por lo que desaparece el término no lineal y se sustituye por las
inecuaciones:

ii sy ≤

01xyi ≤
101 −+≥ ii sxy

En resumen, )(
~

xf  se modela con:
Restricciones:

mmMxx +−= )(01

�
−

=
++=

1

0
01

~
))(()(

n

i
iiiii ykmmasxf

ii sy ≤

01xyi ≤
101 −+≥ ii sxy

1
1

0
=�

−

=

n

i
is

�
−

=
≥

1

0

n

i
ii sxx

�
−

=
+≤

1

0
1

n

i
ii sxx

Datos:

ii

ii
i xx

ffm
−
−=

+

+

1

1

iiii xmfa −=
)( mMmk ii −=

Son necesarias ocho restricciones 1−n  (por is ) + 1−n  (por iy ) +1 (por 01x ) 12 −= n variables.

Modelo en OPL: ftramo.prj y ftramo.osc.

Aplicación 1: Gasoducto con presiones en un extremo Ap  y en otro Bp , definidas por la ecuación lineal:

)()(),( xapxmxpp iBiBA += (1)

estando los coeficientes im  y ia  definidos en función del flujo x  como se muestra en la siguiente tabla:

i x
im ia iBiA apmp +=

0 [ ]75,0 0.9980 0.0000 0000.09980.0 += BA pp
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1 [ ]150,75 0.9985 0.0577 0577.09985.0 += BA pp
2 [ ]225,150 0.9999 0.2310 2310.09999.0 += BA pp
3 [ ]300,225 1.0024 0.5212 5212.00024.1 += BA pp
4 [ ]375,300 1.0059 0.9302 9302.00059.1 += BA pp
5 [ ]M,375 1.0104 1.4609 4609.10104.1 += BA pp

Cuando el flujo es negativo, los intervalos de flujo son simétricos con respecto a 0 en la recta real, y los
papeles de Ap  y de Bp  se intercambian, por lo que los coeficientes im  y ia  se calculan como:

)(
)(),(

xm
xaxppp

i

iBA
B

−= , despejando Bp  de (1) y, así:

)()(),( '' xapxmxpp iAiAB +=

)(
1)('

xm
xm

i

i = , 
)(
)()('

xm
xaxa

i

i
i −= (2)

La función ),( xpp BA  se puede representar como:

�
−

=
⋅⋅+=

1

0
)())()((),(

n

i
iBiiBA xspxmxaxpp (3)

En este problema hay tres variables involucradas, pero se puede aplicar la solución de la aproximación de
funciones por tramos haciendo el cambio de variable Bp  por x  en las funciones  ia , im  y is , con lo

que nos queda la ecuación anterior (3). Los coeficientes ia  y im   no se calculan como se indica en la
sección de datos anterior, sino que se obtienen de la tabla de arriba y de las expresiones de los
coeficientes (2) para los flujos negativos. Ahora, la función por tramos será en general discontinua (a
diferencia de la suposición que se hacía en este apartado para el cálculo de coeficientes), como muestra la
Figura 3-a:

x

am,

Bp

Ap

0x 1x 2x 3x

(a) (b)

00 ,am

11,am

22 ,am

0a

0m

1a

1m
2a

2m

Figura 3 Relación de presiones en los extremos de un gasoducto

Modelo en OPL: gaso.prj y gaso.osc.

Aplicación 2: Gasoducto con presiones en un extremo 1p  y en otro 2p , definidas por la ecuación lineal:

ffcfbpfafpp iii ⋅++⋅= )()()(),( 221 (1)

estando los coeficientes ia , ib  y ic  definidos en función del flujo f  como se muestra en la siguiente
tabla:
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i f ia ib ic fcbpap iii ++= 21

0 [ ]75,0 0.9980 0.0000 1 fpp ++= 0000.09980.0 21

1 [ ]150,75 0.9985 0.0577 1 fpp ++= 0577.09985.0 21

2 [ ]225,150 0.9999 0.2310 1 fpp ++= 2310.09999.0 21

3 [ ]300,225 1.0024 0.5212 1 fpp ++= 5212.00024.1 21

4 [ ]375,300 1.0059 0.9302 1 fpp ++= 9302.00059.1 21

5 [ ]M,375 1.0104 1.4609 1 fpp ++= 4609.10104.1 21

Los  intervalos de flujo se definen explícitamente.

La función ),( 21 fpp  se puede representar como:

�
−

=
⋅⋅++⋅=

1

0
221 )())()()((),(

n

i
iiii fsffcfbpfafpp (3)

En este problema se puede aplicar también la solución de la aproximación de funciones por tramos

constantes modificando )(
~

xf  como se muestra a continuación:

��
−

=

−

=
++=++=

1

0

1

0

~
)(),(

n

i
iiiiii

n

i
iiii ysaxscsbsyaxcbyxf

Los coeficientes ia , ib y ic  se obtienen de la tabla anterior. La función por tramos será en general
discontinua. A diferencia de la aplicación anterior, en este caso se definen planos por cada tramo en lugar
de rectas.

Se ha añadido una nueva variable ( y ) que representará a la presión en el punto 2 ( 2p ),
~
f  representa a la

presión en el punto 1 ( 1p ), y el flujo está representado por x .

Esta expresión involucra dos términos no lineales ( ii xsc  y ii ysc ) para los que se aplica la solución del

apartado 2.6. Para ello es necesario un cambio de variable para expresar los productos ixs  e iys  como

el producto de una variable real en el intervalo [ ]1,0  por una variable binaria 0-1. Si [ ]Mm xxx ,∈  e

[ ]Mm yyy ,∈ , entonces hacemos los cambios de variable mmM xxxxx +−= )(01  y

mmM yyyyy +−= )(01 , y 
~
f  queda expresada por:

mmM xxxxx +−= )(01

mmM yyyyy +−= )(01

�
−

=
++++=

1

0

~
))((

n

i
iiiimimiii vlukyaxcbsf

ii su ≤

01xui ≤
101 −+≥ ii sxu

ii sv ≤

01yvi ≤
101 −+≥ ii syv
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1
1

0
=�

−

=

n

i
is

�
−

=
≥

1

0

n

i
ii sxx

�
−

=
+≤

1

0
1

n

i
ii sxx

con ii sxu 01=  y ii syv 01= .

[ ]Mm xxx ,∈  (variable limitada explícitamente en las restricciones anteriores)

[ ]Mm yyy ,∈  (variable no limitada explícitamente en las restricciones anteriores)
Por tanto, se pueden añadir las siguientes restricciones para la variable y :

myy ≥

Myy ≤

Volviendo a la nomenclatura del problema:

1

~
pf =
fx =

2py =
[ ]Mm fff ,∈
[ ]Mm ppp 222 ,∈

Modelo en OPL: gaso2.prj y gaso2.osc.

2.10.3. Aproximación de funciones tridimensionales por planos constantes

Dada una función ),( yxf , ),(
~

yxf  la aproxima por planos (rectangulares) constantes discretizando
los ejes x  e y .

Es decir, dada una función a discretizar ),( yxf , ix  e iy  los valores de x  e y  que definen los

rectángulos en el plano xy  de discretización y ijf  los valores constantes de ),( yxf  en el rectángulo

definido por [ ]1, +ii xx  y [ ]1, +jj yy :

�
�

�

�
�

�

�

∈∈

∈∈
∈∈

=

−−−− ),[),,[,

),[),,[,
),[),,[,

),(~

111,1

211001

101000

mmnnmn yyyxxxsif

yyyxxxsif
yyyxxxsif

yxf
�

Asignando una variable binaria 
ixδ  a cada intervalo [ ]1, +ii xx , y otra 

jyδ  a cada intervalo [ ]1, +jj yy ,

se impone que sólo una de las 
ixδ  pueda valer 1 y sólo una de las 

ixδ  pueda valer 1. Se impone también

que la variable independiente x  tenga un valor en el intervalo [ ]1, +ii xx  cuando 1=
ixδ , y que la
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variable independiente y  tenga un valor en el intervalo [ ]1, +jj yy  cuando 1=
jyδ . Así, el valor de

),(
~

yxf  se calcula como:

��
−

=

−

=

⋅⋅=
1

0

1

0

~
),(

n

i

m

j
ijyx fyxf

ji
δδ

El resto de restricciones queda:

1
1

0
=�

−

=

n

i
xi

δ

1
1

0

=�
−

=

m

j
y j

δ

�
−

=
≥

1

0

n

i
xi i

xx δ

�
−

=
+≤

1

0
1

n

i
xi i

xx δ

�
−

=
≥

1

0

m

i
yi i

yy δ

�
−

=
+≤

1

0
1

m

i
yi i

yy δ

Con el producto 
jiij yxxy δδδ ⋅=  expresado con las siguientes restricciones:

ijji xyyx δδδ ⋅≥+ 5,1

ijijji xyxyyx δδδδ ⋅+−⋅≤+ 2)1(5,1

Es decir, se impone que para un par )1,1(),( =
ji yx δδ : ixx ≥ , 1+≤ ixx , jyy ≥ , 1+≤ jyy , que es

lo mismo que [ ] [ ]11 ,,, ++ ∈∈ jjii yyyxxx . Por tanto: ijfyxf =),(
~

.

Nota: En los puntos ),( ji yx , la función ),(
~

yxf  puede tomar los valores ijf , jif ,1− , 1, −jif  o

1,1 −− jif . Para evitarlo, se puede tomar el intervalo cerrado con:

εδ −≤ �
−

=
+

1

0
1

n

i
xi i

xx

εδ −≤ �
−

=
+

1

0
1

m

i
yi i

yy

Siendo ε  un valor suficientemente pequeño.

Modelo en OPL: ftramoc.prj y ftramoc.osc.

Aplicación: Compresor.
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2.11. Módulo
xy = , [ ]Mmx ,,�−∈ , 0,0 ≥≥ Mm , )},(..0{)( Mmmaxydom ⊇

2.11.1. Primer planteamiento
La función xy =  se puede expresar con las siguientes restricciones:

xxssxsxy −⋅⋅=−⋅−⋅= 2)1( (1)
0≥y (2)

(1) involucra un producto, que se puede reescribir como:
xpsxy −⋅= 2 , donde psx  es una nueva variable que representa el producto sx ⋅

xnxpx −=
psxnpsxpxnsxpspsx −=⋅−⋅= , donde psxn  y psxn  son dos nuevas variables que

representan los productos xps ⋅  y xns ⋅  respectivamente.
Mspsxp ⋅≤

xppsxp ≤
Msxppsxp ⋅−+≥ )1(

mspsxn ⋅≤
xnpsxn ≤

msxnpsxn ⋅−+≥ )1(
 (2) se puede eliminar si el dominio de y  está restringido a números positivos.

Modelo en OPL: modulo.prj y modulo.osc.

2.11.2. Segundo planteamiento
La función xy =  se puede expresar descomponiendo x  en su parte positiva xp  y su parte negativa
xn :

xnxpx −=
Por lo que xnxpy += , ya que, a lo sumo,  xp  o xn será distinto de cero.

xnxpx −=
Msxp ⋅≤

Msxn ⋅−≤ )1(
Modelo en OPL: modulo2.prj y modulo2.osc.

2.12. Signo
)sgn(xs = , [ ]Mmx ,,�−∈ , 0,0 ≥≥ Mm , { }1,0∈s

La función )sgn(xs =  se puede expresar aplicando un razonamiento similar a la función módulo:

xnxpx −=
Msxp ⋅≤

Msxn ⋅−≤ )1(

Modelo en OPL: signo.prj y signo.osc.
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3. Representación de funciones temporales discretas en
programación lineal mixta

3.1. Función intervalo temporal
Dado un instante inicial de tiempo (t) en un plano discreto y un número de unidades de tiempo para
definir la anchura del intervalo (d), se trata de representar el intervalo de tiempo [t,t+d].
Se elige como representación de la función delta de Kronecker en el plano discreto un vector

[ ] [ ] >−=< 10 nxxx � de variables binarias cuyo único 1 representa el instante inicial de tiempo.

t

0t

...0 ...

[ ]0tx[ ]0x [ ]1x [ ]2x ... ...

Donde [ ]
�
�
� =

=
...,0

,1 0

coe
tisi

ix , y, por tanto: [ ] 1
1

0
=�

−

=

n

i
ix .

Se trata de generar un vector definido por:

[ ] [ ]
�
�
� −+∈∀

=
...,0

1,,1 00

coe
dtti

iv

representado gráficamente por:

t

0t

...0 ...

[ ]0tx[ ]0x [ ]1x [ ]2x ... ... [ ]10 −+ dtx

3.1.1. Primer planteamiento

Función intervalo temporal para n<<
x  se puede interpretar como una codificación binaria de un número decimal al que se le pueden añadir
las potencias de 2 adyacentes que sean necesarias para cubrir la anchura d. Así, se calcula un nuevo

vector binario cuyo valor decimal es 1222 10 −=++ − dd
�

2 veces el valor decimal de x .

a) Si el vector v  tiene 1−+ dn  componentes para alojar el intervalo de anchura d  para cualquier
}1,,0{0 −∈ nt � , se debe cumplir:

                                                          

2 Suma de la serie geométrica: 
1

)1(1

−
−=

r
ras

n

.
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[ ] [ ]��
−+

=

−

=
⋅=⋅−

2

0

1

0
22)12(

dn

i

i
n

i

id ivix

Modelo en OPL: intervaloa.mod.

b) Si el vector v  tiene n  componentes, asumiendo que se cumple 110 −≤−+ ndt  (el intervalo de

anchura d  se puede alojar en el intervalo [ ]1,,0 −n� ), se debe cumplir:

[ ] [ ]��
−

=

−

=
⋅=⋅−

1

0

1

0
22)12(

n

i

i
n

i

id ivix

[ ] 1
0

=�
−

=

dn

i
ix

Modelo en OPL: intervalob.mod.

Función intervalo temporal para n>>
a) El vector v  tiene 1−+ dn  componentes para alojar el intervalo de anchura d  para cualquier

}1,,0{0 −∈ nt � .
Cuando n  es lo suficientemente grande se producirá desbordamiento de la representación de los números
calculados con la expresión del apartado anterior. Para resolver el problema se divide el cómputo por
tramos. El caso básico es dividirlo en dos tramos, de manera que si anteriormente:

[ ]�
−

=
⋅=

1

0
2

n

i

iixx

[ ]�
−+

=
⋅=

2

0
2

dn

i

iivv

vxd =⋅− )12(

Ahora se divide:

[ ]�
−

=
⋅=

1

0
1 2

s

i

iixx

[ ]�
−−

=
⋅+=

1

0
2 2

sn

i

isixx

Se añaden los vectores 1v  y 2v :

[ ]�
−+

=
⋅=

2

0
11 2

ds

i

iivv

[ ]�
−+−

=

−⋅=
2

0
22 2

dsn

i

siivv

De manera que se debe cumplir:

11)12( vxd =⋅−

22)12( vxd =⋅−
Notas:
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1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a vxd =⋅− )12( , dado que 1v  y 2v  nunca son
simultáneamente distintas de cero.

2. No es necesario añadir los vectores 1x  y 2x  porque son segmentos disjuntos de x .
Por lo tanto:

[ ] [ ]��
−+

=

−

=
⋅=⋅−

2

0
1

1

0
22)12(

ds

i

i
s

i

id ivix

[ ] [ ]��
−+−

=

−−

=
⋅=⋅+−

2

0
2

1

0
22)12(

dsn

i

i
sn

i

id ivsix

[ ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ]�

�

�
�

�

−+−+∈−
−+∈−+

−∈
=

}2,,1{,
}2,,{,

}1,,0{,

2

21

1

dndsisiv
dssisiviv

siiv
iv

�

�

�

Que es lo mismo que decir:
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] >−+−++−−−+−=< 0,1,0,,22,1,,2 11121222 vsvsvvdsvdvdvdsnvv ���

O también:
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] }1,,0{,11

}2,,0{,
}1,,0{,

2

21

1

−−∈−+=−++
−∈++=+

−∈=

snidivdsiv
diivsivsiv

siiviv

�

�

�

Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.

x

2x 1x

n

ssn −

1v

1x

1−+ ds

s1−d
   

2v

2x

1−+− dsn

sn −1−d

v

1v

n

sn −

1−+− dsn

1−d 1−d

2v

Modelo en OPL: intervalo2a.mod.

b) El vector v  tiene n  componentes, asumiendo que se cumple 110 −≤−+ ndt  (el intervalo de

anchura d  se puede alojar en el intervalo [ ]1,,0 −n� ).
Como antes:
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[ ]�
−

=
⋅=

1

0
2

n

i

iixx

[ ]�
−

=
⋅=

1

0
2

n

i

iivv

vxd =⋅− )12(

Ahora se divide:

[ ]�
−

=
⋅=

1

0
1 2

s

i

iixx

[ ]�
−−

=
⋅+=

1

0
2 2

sn

i

isixx

Se añaden los vectores 1v  y 2v  ( 1v  no puede ser mayor que x ):

[ ]�
−−+

=
⋅=

)1,2(

0
11 2

ndsmin

i

iivv

[ ]�
−−

=

−⋅=
1

0
22 2

sn

i

siivv

De manera que se debe cumplir:

11)12( vxd =⋅−

22)12( vxd =⋅−
Notas:
1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a vxd =⋅− )12( , dado que 1v  y 2v  nunca son
simultáneamente distintas de cero.

2. No es necesario añadir los vectores 1x  y 2x  porque son segmentos disjuntos de x .
Por lo tanto:

[ ] [ ]��
−−+

=

−

=
⋅=⋅−

)1,2(

0
1

1

0
22)12(

ndsmin

i

i
s

i

id ivix

[ ] [ ]��
−−

=

−−

=
⋅=⋅+−

1

0
2

1

0
22)12(

sn

i

i
sn

i

id ivsix

[ ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ]�

�

�
�

�

−+−−+∈−
−−+∈−+

−∈
=

}2,),1,1({,
)}1,2(,,{,

}1,,0{,

2

21

1

dnndsminisiv
ndsminsisiviv

siiv
iv

�

�

�

Que es lo mismo que decir:
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]>−+−−++−−−−=< 0,1,0,,)1,2(2,1,,1 11121222 vsvsvvndsminvdvdvsnvv ���

O también:
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] },,0{,11

})1,2(,,0{,
}1,,0{,

2

21

1

dsnidivdsiv
sndsminiivsivsiv

siiviv

−−∈−+=−++
−−−+∈++=+

−∈=

�

�

�

Dado que el intervalo de anchura d se debe alojar en x :

[ ] 1
0

=�
−

=

dn

i
ix
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[ ] }1,,1{,0 −+−∈∀= ndniix �  (Véase el apartado Relaciones de igualdad y desigualdad)
Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.

x

2x 1x

n

ssn −

dn −d

1v

1x

1−+ ds

s1−d
   

2x

sn −

2v

v

1v

n

sn −

1−d

2v

Modelo en OPL: intervalo2b.mod.

3.1.2. Segundo planteamiento
a) Vector con índice de componentes 1,,0 −n� .
Es necesario imponer que, dado un [ ] 1=ix  entonces [ ] { }1,,0,1 −∈∀=+ djjiv � . Es decir, la
equivalencia:

[ ] [ ] { } { }dnidjjivix −∈∀−∈∀=+⇔= ,,0,1,,0,11 ��

El valor de los d  componentes de v  a partir de [ ]iv  dependen del valor de [ ]ix  y, por tanto, esto se
puede expresar de la siguiente forma:

[ ] [ ] { } { }dnidjixjiv −∈∀−∈∀≥+ ,,0,1,,0, ��

[ ] 1
0

=�
−

=

dn

i
ix

[ ] { }1,,1,0 −+−∈∀= ndniix �

[ ] div
n

i
=�

−

=

1

0

ya que para un [ ] 1=ix  se está imponiendo [ ] 1≥+ jiv , es decir, [ ] 1=+ jiv , al ser v  un vector

binario, y para [ ] 0=ix  no se impone nada sobre v  ( [ ] 0≥+ jiv ).

Modelo en OPL: intervaloc.mod, intervaloc.osc

b) Vector con índice de componentes n,,1 � .
Es necesario imponer que, dado un [ ] 1=ix  entonces [ ] { }1,,0,1 −∈∀=+ djjiv � . Es decir, la
equivalencia:
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[ ] [ ] { } { }1,,1,1,,0,11 +−∈∀−∈∀=+⇔= dnidjjivix ��

El valor de los d  componentes de v  a partir de [ ]iv  dependen del valor de [ ]ix  y, por tanto, esto se
puede expresar de la siguiente forma:

[ ] [ ] { } { }1,,1,1,,0, +−∈∀−∈∀≥+ dnidjixjiv ��

[ ] 1
1

1
=�

+−

=

dn

i
ix

[ ] { }ndniix ,,2,0 �+−∈∀=

[ ] div
n

i
=�

=1

ya que para un [ ] 1=ix  se está imponiendo [ ] 1≥+ jiv , es decir, [ ] 1=+ jiv , al ser v  un vector

binario, y para [ ] 0=ix  no se impone nada sobre v  ( [ ] 0≥+ jiv ).

Modelo en OPL: intervaloc1.mod,
intervaloc1.osc

3.2. Relaciones de igualdad y desigualdad
Para modelar pt ∇0 , donde },,{ ≥≤=∈∇  y p es un valor determinado y 0t  es el que aparece en la
siguiente figura:

t

0t

...0 ...

[ ]0tx[ ]0x [ ]1x [ ]2x ... ...

se puede usar la expresión:

[ ] p
n

i

iix 22
1

0
∇⋅�

−

=
dado:

[ ] 1
1

0
=�

−

=

n

i
ix

Modelo en OPL: relacionesa.mod.

Se puede expresar alternativamente (más eficaz en su ejecución):
a) Igualdad.

[ ] 1=px
[ ] }1,,1,1,,0{,0 −+−∈∀= nppiix ��

Modelo en OPL: igualdadb.mod.

b) Desigualdad pt ≤0

[ ] 1
0

=�
=

p

i
ix

[ ] }1,,1{,0 −+∈∀= npiix �
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Modelo en OPL: menorigualb.osc.

c) Desigualdad pt ≥0

[ ] 1
1

=�
−

=

n

pi
ix

[ ] }1,,0{,0 −∈∀= piix �

Modelo en OPL: mayorigualb.osc.

3.2.1. Relaciones de igualdad y desigualdad para n>>
a) Igualdad
Dados:

[ ]�
−

=
=

1

0
11

s

i
ixx

[ ]�
−−

=
=

1

0
22

sn

i
ixx

[ ]�
−

=
=

1

0

n

i
ixx

21 xxx +=
La igualdad pt =0 se puede expresar mediante:

[ ] sp
s

i

i spix mod
1

0
1 2)(2 ⋅<=⋅�

−

=

(1)

[ ] )()(
1

0
2 2)(2 spsp

sn

i

i spix ≥⋅−
−−

=
⋅≥=⋅� (2)

[ ] [ ] 1
1

0
2

1

0
1 =+ ��

−−

=

−

=

sn

i

s

i
ixix (3)

[ ] [ ] [ ] [ ]>−−−=< 0,1,0,,1 1122 xsxxsnxx �� (4)

En (1) se expresa la igualdad para cuando el único uno del vector x  se encuentra en el tramo de menor
peso (cuando sp < ). El exponente sp mod se usa en lugar de p  para que la potencia de 2 no se salga
de la representación. sp < es uno cuando se cumple la relación lógica y cero en caso contrario. En (2) se
expresa la igualdad para cuando el único uno del vector x se encuentra en el tramo de mayor peso (cuando

sp ≥ ). El exponente )()( spsp ≥⋅− se usa en lugar de sp −  para evitar las potencias de 2

negativas. (3) expresa que sólo hay un uno en el vector resultado de la concatenación de 1x y 2x .

Finalmente, (4) expresa esta concatenación en el vector resultado x .

Modelo en OPL: igualdad2.mod.

b) Desigualdad ≤
La desigualdad pt ≤0 se puede expresar mediante:

[ ] 1mod
1

0
1 2)(2)(2 −

−

=
⋅≥+⋅<≤⋅�

ssp
s

i

i spspix (1)
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[ ] )()(
1

0
2 2)(2 spsp

sn

i

i spix ≥⋅−
−−

=
⋅≥≤⋅� (2)

[ ] [ ] 1
1

0
2

1

0
1 =+ ��

−−

=

−

=

sn

i

s

i
ixix (3)

[ ] [ ] [ ] [ ]>−−−=< 0,1,0,,1 1122 xsxxsnxx �� (4)

En este caso, se ha modificado (1) para expresar que, cuando sp ≥ , 0t  puede ser uno de los índices de

1x , no sólo de 2x . Así, los casos posibles son:
i) sp <

[ ] sp
s

i

iix mod
1

0
1 22 ≤⋅�

−

=

[ ] 02
1

0
2 ≤⋅�

−−

=

sn

i

iix

ii) sp ≥

[ ] 1
1

0
1 22 −

−

=
≤⋅�

s
s

i

iix

[ ] sp
sn

i

iix −
−−

=
≤⋅� 22

1

0
2

Por lo tanto, queda demostrado.
c) Desigualdad ≥
Abordar la resolución de este problema desde la misma perspectiva anterior es más complicado que usar
el dual de la resolución del caso anterior. La idea es cambiar los pesos de las posiciones de los vectores
más significativas por las menos significativas. Así, el peso de la componente [ ]1−nx  pasa a ser 0,
mientras que el de la componente [ ]0x  pasa a ser 1−n . Por lo tanto hay que cambiar en las restricciones
del caso anterior:
i) Los papeles de 1x  y de 2x .

ii) Invertir los índices de 1x , 2x  y de x .
iii) Cambiar p  por 1−− pn .
iii) Cambiar s  por sn − .
La siguiente figura ilustra los índices en este caso:

x

1x 2x

n

sn −s

1+p 1−− pn

01−n

0 01−s 1−− sn

p  anterior

Con los cambios indicados, y simplificando, se llega a:

[ ] 1)mod()1(
1

0
2 2)1(2)1(21 −−−−−

−−

=
⋅≤++⋅>+≤⋅−−−�

snsnpn
sn

i

i spspisnx (1)

[ ] )1()1(
1

0
1 2)1(21 spps

s

i

i spisx ≤+⋅−−
−

=
⋅≤+≤⋅−−� (2)
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[ ] [ ] 1
1

0
2

1

0
1 =+ ��

−−

=

−

=

sn

i

s

i
ixix (3)

[ ] [ ] [ ] [ ]>−−−=< 0,1,0,,1 1122 xsxxsnxx �� (4)

Nota: (3) y (4) permanecen inalteradas.

3.3. Patrones
Se pueden generar patrones binarios como generalización del apartado 1.

3.4. Desplazamiento
Dado un instante inicial de tiempo ( t ) en un plano discreto y un número de unidades de tiempo para
definir el desplazamiento ( d , positivo o negativo), se trata de representar el instante de tiempo dt + .
Se elige como representación de la función delta de Kronecker en el plano discreto un vector

[ ] [ ] >−=< 10 nxxx � de variables binarias cuyo único 1 representa el instante inicial de tiempo.

t

0t

...0 ...

[ ]0tx[ ]0x [ ]1x [ ]2x ... ...

Donde [ ]
�
�
� =

=
...,0

,1 0

coe
tisi

ix , y, por tanto: [ ] 1
1

0
=�

−

=

n

i
ix .

Se trata de generar un vector definido por:

[ ]
�
�
� +=

=
...,0

,1 0

coe
dtisi

iv

representado gráficamente por:

t

0t

...0 ...

[ ]0tx[ ]0x [ ]1x [ ]2x ... ... [ ]dtx +0

3.4.1. Primer planteamiento

Desplazamiento para n<<
x  se puede interpretar como una codificación binaria de un número decimal x  que se transforme en otro
número v  separado de x  por d  potencias de 2. Así, se calcula un nuevo vector binario cuyo valor

decimal es d2  veces el valor decimal de x .

a) Si el vector v  tiene dn +  componentes se debe cumplir:
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[ ] [ ]��
−+

=

−

=
⋅=⋅

1

0

1

0
222

dn

i

i
n

i

id ivix

Modelo en OPL: desplaza11a.mod.

b) Si el vector v  tiene n  componentes, asumiendo que se cumple 10 −≤+ ndt  (el desplazamiento

d  se puede alojar en el intervalo [ ]1,,0 −n� ), se debe cumplir:

[ ] [ ]��
−

=

−

=
⋅=⋅

1

0

1

0
222

n

i

i
n

i

id ivix

Para asegurar que 10 −≤+ ndt :

[ ] 1
1

0
=�

−−

=

dn

i
ix

[ ] }1,,{,0 −−∈∀= ndniix �

Desplazamiento para n>>
a) El vector v  tiene dn +  componentes.
Como antes:

[ ]�
−

=
⋅=

1

0
2

n

i

iixx

[ ]�
−+

=
⋅=

1

0
2

dn

i

iivv

vxd =⋅2

Ahora se divide:

[ ]�
−

=

⋅=
1

0
1 2

s

i

iixx

[ ]�
−−

=

⋅+=
1

0
2 2

sn

i

isixx

Se añaden los vectores 1v  y 2v :

[ ]�
−+

=

⋅=
1

0
11 2

ds

i

iivv

[ ]�
−+−

=

−⋅=
1

0
22 2

dsn

i

siivv

De manera que se debe cumplir:

112 vxd =⋅

222 vxd =⋅
Notas:
1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a vxd =⋅2 , dado que 1v  y 2v  nunca son
simultáneamente distintas de cero.

2. No es necesario añadir los vectores 1x  y 2x  porque son segmentos disjuntos de x .
Por lo tanto:
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[ ] [ ]��
−+
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⋅=⋅
1

0
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id ivix

[ ] [ ]��
−+−

=

−−

=

⋅=⋅+
1

0
2

1

0
222

dsn

i

i
sn

i

id ivsix

[ ]
[ ]
[ ] [ ]
[ ]�

�

�
�

�

−++∈−
−+∈−+

−∈
=

}1,,{,
}1,,{,

}1,,0{,

2
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dndsisiv
dssisiviv

siiv
iv

�

�

�

Que es lo mismo que decir:
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]>−+−++−−+−=< 0,1,0,,11,,,1 11121222 vsvsvvdsvdvdvdsnvv ���

O también:
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] }1,,0{,

}1,,0{,
}1,,0{,

2

21

1

−−∈+=++
−∈++=+

−∈=

snidivdsiv
diivsivsiv

siiviv

�

�

�

Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.

x

2x 1x

n

ssn −

1v

1x

ds +

sd
   

2v

2x

dsn +−

sn −d

v

1v

n

sn −

dsn +−

d d

2v

Modelo en OPL: desplaza12a.mod.

b) El vector v  tiene n  componentes, asumiendo que se cumple 10 −≤+ ndt .
Como antes:

[ ]�
−

=

⋅=
1

0
2

n

i

iixx
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[ ]�
−

=

⋅=
1

0
2

n

i

iivv

vxd =⋅− )12(

Ahora se divide:

[ ]�
−

=

⋅=
1

0
1 2

s

i

iixx

[ ]�
−−

=

⋅+=
1

0
2 2

sn

i

isixx

Se añaden los vectores 1v  y 2v  ( 1v  no puede ser mayor que x ):

[ ]�
−−+

=

⋅=
)1,1(

0
11 2

ndsmin

i

iivv

[ ]�
−−

=

−⋅=
1

0
22 2

sn

i

siivv

De manera que se debe cumplir:

112 vxd =⋅

222 vxd =⋅
Notas:
1. Las dos ecuaciones anteriores son equivalentes a vxd =⋅2 , dado que 1v  y 2v  nunca son
simultáneamente distintas de cero.

2. No es necesario añadir los vectores 1x  y 2x  porque son segmentos disjuntos de x .
Por lo tanto:
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Que es lo mismo que decir:
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]>−+−−++−−−−=< 0,1,0,,)1,1(2,1,,1 11121222 vsvsvvndsminvdvdvsnvv ���

O también:
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
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Dado que 10 −≤+ ndt :

[ ] 1
1

0
=�

−−

=

dn

i
ix

[ ] }1,,{,0 −−∈∀= ndniix �  (Véase el apartado  Relaciones de igualdad y desigualdad)
Las siguientes figuras ilustran los vectores usados.
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x

2x 1x

n

ssn −

dn −d

1v

1x

ds +

sd
   

2x

sn −

2v

v

1v

n

sn −

d

2v

Modelo en OPL: desplaza12b.mod.

3.4.2. Segundo planteamiento

a) Vector con índice de componentes 1,,0 −n� .
Es necesario imponer que, dado un [ ] 1=ix  entonces [ ] 1=+ div . Es decir, la equivalencia:

[ ] [ ] { }1,,0,11 −−∈∀=+⇔= dnidivix �

El valor del componente di +  de v  depende del valor de [ ]ix  y, por tanto, se puede expresar de la
siguiente forma:

[ ] [ ] { }1,,0, −−∈∀≥+ dniixdiv �

[ ] 1
1

0
=�

−−

=

dn

i
ix

[ ] { }1,,,0 −−∈∀= ndniix �

[ ] 1
1

0
=+�

−−

=

dn

i
div

[ ] { }1,,0,0 −∈∀= diiv �

ya que para un [ ] 1=ix  se está imponiendo [ ] 1≥+ div , es decir, [ ] 1=+ div , al ser v  un vector

binario, y para [ ] 0=ix  no se impone nada sobre v  ( [ ] 0≥+ div ).

Modelo en OPL: desplaza2a.mod, desplaza2a.osc

b) Vector con índice de componentes n,,1 � .
Es necesario imponer que, dado un [ ] 1=ix  entonces [ ] 1=+ div . Es decir, la equivalencia:



Fernando Sáenz Pérez 42/51 07/09/01

Universidad Complutense de Madrid
Departamento de Sistemas Informáticos y Programación

[ ] [ ] { }dnidivix −∈∀=+⇔= ,,1,11 �

El valor del componente di +  de v  depende del valor de [ ]ix  y, por tanto, se puede expresar de la
siguiente forma:

[ ] [ ] { }dniixdiv −∈∀≥+ ,,1, �

[ ] 1
1

=�
−

=

dn

i
ix

[ ] { }ndniix ,,1,0 �+−∈∀=

[ ] 1
1

=+�
−

=

dn

i
div

[ ] { }diiv ,,1,0 �∈∀=
ya que para un [ ] 1=ix  se está imponiendo [ ] 1≥+ div , es decir, [ ] 1=+ div , al ser v  un vector

binario, y para [ ] 0=ix  no se impone nada sobre v  ( [ ] 0≥+ div ).

Modelo en OPL: desplaza2b.mod, desplaza2b.osc
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4. Representación de funciones temporales discretas en
programación con restricciones

4.1. Función intervalo temporal

4.1.1. Primera alternativa
Con orden superior:
a) Vector con índice de componentes 1,,0 −n� .
b) Vector con índice de componentes n,,1 � .

int+ top=31;
range Indx 1..top;
int+ d=4;
var int+ x[Indx] in 0..1;
var int+ p in 1..top-d+1;
solve {
sum(i in Indx) x[i] = d;
sum(i in Indx) (i*(x[i]=1)) = (p+p+d-1)*d/2;
//La suma de la serie aritmética es s=(a1+an)*n/2

};

Modelo en OPL: intervalo3.mod, intervalo3.osc.

4.1.2. Segunda alternativa
Con implicaciones lógicas.
a) Vector con índice de componentes 1,,0 −n� .
b) Vector con índice de componentes n,,1 � .

var int+ x[1..n] in 0..1;
var int+ v[1..n] in 0..1;
solve {
sum(i in 1..n-d+1) x[i] = 1;
forall(i in 0..d-2) x[n-i]=0;
forall(i in 1..n-d+1)
forall(j in 0..d-1)
(x[i]=1) => (v[i+j]=1);

Modelo en OPL: intervalo4.mod, intervalo4.osc.

4.2. Función desplazamiento
Con implicaciones lógicas.
a) Vector con índice de componentes 1,,0 −n� .
b) Vector con índice de componentes n,,1 � .

var int+ x[1..n] in 0..1;
var int+ v[1..n] in 0..1;
solve {
sum(i in 1..n-d) x[i] = 1;
forall(i in 0..d-1) x[n-i]=0;
forall(i in 1..n-d)

(x[i]=1) => (v[i+d]=1);

};

Modelo en OPL: desplaza4b.mod, desplaza4b.osc.
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5. Implementación de restricciones globales mediante
restricciones locales

5.1. alldifferent
//
// Modelo de la restricción global alldifferent con restricciones
locales
//
// Representación de datos: array de datos.
//
int n=3;

range dominio 1..n;

var dominio array[dominio];

solve
{

forall(i,j in dominio : i < j)
array[i] <> array[j];

};

5.2. circuit
La restricción circuit calcula un camino hamiltoniano en un grafo. Asume un grafo totalmente conectado.
Se estudian dos representaciones:
2.1) Array de nodos del grafo. Cada elemento del array representa un nodo del grafo, i.e.,
circuito[i]=nodo (nodo es el i-ésimo nodo visitado). Por lo tanto, cualquier permutación es un camino
hamiltoniano diferente. El índice del array identifica el orden en que se visitan los nodos del grafo.
//
// Modelo de la restricción global circuit con restricciones locales
//
// Representación de datos: array de nodos.
// Interpretación: el valor de cada elemento del array es el orden en
el
// que se visita el nodo al que representa.
// Cualquier permutación es un circuito hamiltoniano.
//
int n=3;

range dominio 1..n;

var dominio circuito[dominio];

solve
{

alldifferent(circuito);
};
2.2) Array de nodos destino. Cada elemento del array representa el destino del nodo que está representado
en el índice del array, i.e., destino[nodo_destino] = nodo_origen. Esta representación corresponde a la
implementación en OPL de la restricción circuit. No toda permutación es válida, porque pueden aparecer
subcircuitos.
Ej:
destino[1]=2;
destino[2]=1;



Fernando Sáenz Pérez 46/51 07/09/01

Universidad Complutense de Madrid
Departamento de Sistemas Informáticos y Programación

destino[3]=4;
destino[4]=3;
Para implementarlo se utiliza la representación del caso anterior y se hace corresponder con la nueva
representación.
circuito[1]=nodo1;
circuito[n]=nodon;
Como el nodo circuito[i] precede al nodo circuito[i+1], se debe cumplir:
destino[circuito[i]] = circuito[i+1], i=1..n-1
destino[circuito[n]]=circuito[1], (i=n)
El problema que aparece son las simetrías, puesto que aparecen permutaciones equivalentes con la
representación anterior. Se pueden eliminar forzando el nodo de partida a un valor concreto. En la
representación anterior aparecen necesariamente más soluciones puesto que no está especificado el nodo
de origen. En la representación actual no hay noción explícita en la representación del primer nodo que se
visita y, por lo tanto, aparecen menos soluciones.
//
// Modelo de la restricción global circuit con restricciones locales
//
// Representación de datos: array de nodos destino.
// Interpretación: el índice de cada elemento del array es el nodo
origen
// y su valor es el nodo destino. circuito[origen]=destino
// No es válida cualquier permutación, porque puede contener
subcircuitos.
// Se hace un cambio de representación: el array de nodos destino se
hace
// corresponder con un array de nodos, como en circuit1.mod
// Problema: aparecen simetrías
//

int n=3;

range dominio 1..n;

var dominio destino[dominio];

var dominio circuito[dominio];

solve
{

forall(i in dominio : i < n)
destino[circuito[i]] = circuito[i+1];

destino[circuito[n]] = circuito[1];
// circuito[1]=1;
alldifferent(circuito);

};
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6. Implementación de restricciones globales con
programación lineal mixta

6.1. alldifferent
Se debe implementar:

},..,1{},,..,1{,,, nxnjijixx iji ∈∈≠≠
La desigualdad se representa con 0)( ≠−= ji xxd , siendo d una función constante discontinua en 0,

y se implementa con ∆≤d :

)1(
)1(

smsd
sMsd

−∆+≥
−+∆−≤

Si es necesario implementar la igualdad, se hace el cambio de variable s por1-s resultando:

)1(
)1(

smsd
sMsd

−+∆≥
−∆−≤

Modelo en OPL (alldiffi.prj):
int n=...;
float+ delta=...;
var int x[1..n] in 1..n;
var int s[1..n,1..n] in 0..1;
var float d[1..n,1..n];
solve
{
forall(i,j in 1..n: i<j)

{
d[i,j]=x[i]-x[j];
d[i,j]<=-delta*s[i,j]+(n-1)*(1-s[i,j]);
d[i,j]>=-(n-1)*s[i,j]+delta*(1-s[i,j]);

};
};

6.2. circuit
La variable binaria d[i,j] = 1 representa que hay una conexión del nodo i al nodo j, si es 0 que no hay.
Con:
forall(j in 1..n)

sum(i in 1..n: i<>j) d[i,j]=1;
se asegura de que salga un tramo de cada ciudad.
Con:
forall(i in 1..n)

sum(j in 1..n: i<>j) d[i,j]=1;
se asegura de que llegue un tramo de cada ciudad.
Con:
forall(i,j in 2..n:i<>j)

y[i]-y[j]+(n-1)*d[i,j]<=n-2;
se asegura de que no haya ningún subcircuito.
El modelo en OPL:
int n=...;
var int d[1..n,1..n] in 0..1;
var float y[2..n];
solve
{

forall(j in 1..n)
sum(i in 1..n: i<>j) d[i,j]=1;
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forall(i in 1..n)
sum(j in 1..n: i<>j) d[i,j]=1;

forall(i,j in 2..n:i<>j)
y[i]-y[j]+(n-1)*d[i,j]<=n-2;

};
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7. Comparación entre programación lineal mixta y
programación con restricciones

7.1.1. alldifferent
Búsqueda de la primera solución. Los resultados se expresan en segundos.
Restricción global en Solver: alldiffg.prj
Restricciones locales en Solver: alldiffl.prj
Restricciones lineales mixtas: alldiffi.prj
Resultados:
n alldiffg (onValue) alldiffl alldiffi
10 0.08
11 0.20
12 0.34
13 16.86
14 0.48
15 >775
16 >725
50 96.83
500 2.13
1000 12.34
1100 16.43
1200 26.70
1300 44.29
1400 45.50
1500 55.48
1600 77.62
2000 3.16
3000 9.57
4000 27.66
5000 57.55
6000 96.53
7000 175.68
8000 325.70

7.1.2. circuit
Restricción global en Solver: circuitg.prj
Restricción global en Solver con alldifferent: circuit2.prj
Restricciones locales en Solver: circuitl.prj
Restricciones lineales mixtas: circuiti.prj
Resultados:

n circuitg circuit2
(alldifferent)

circuitl circuiti

10 0.05 0.03 1.34
15 0.96
20 0.24
30 0.92
40 44.19
50 0.00 0.07 60.25
100 0.01 0.55
500 0.33 58.21
600 102.13
1000 1.10 478.14
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2000 7.00
3000 23.30
5000 153.78
6000 316.51
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8. Ejemplos de programación

8.1. Números primos
Dada { }nx ,..,1∈ , una posible expresión que expresa el conjunto de números primos es:

{ }
)0)mod(()(

,..,2
<>�>∀

∈
ixix

ni

Modelo en OPL: primos.mod.

8.2. Reparto de pesos
Dadas n  variables reales 10 ,, −nxx �  y sus porcentajes de participación 10 ,, −npp �  en una cantidad
común, se trata de expresar dicho acoplo. Es decir, se debe satisfacer:

�
−

=
=

1

0

n

i
ii pxx , donde �

−

=
=

1

0
1

n

i
ip

Modelo en OPL: pesos.mod.
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