Tema 1: Modelos lineales de optimizacion con variables continuas.

Objetivos del tema:
Introducir los problemas de programacion lineal.
Aprender a formular el modelo de un problema de programacién lineal.

Estudiar las propiedades de los modelos de programacion lineal.

Conocer los elementos basicos del lenguaje de modelado OPL (Optimization Programming Language).

a

a

a

U Conocer la expresion de un modelo de programacion lineal con lenguajes de modelado.
a

U Saber los tipos de soluciones que pueden tener los problemas de programacién lineal.
a

Modelar matematicamente y resolver en OPL varios problemas de programacion lineal
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Introduccién a la programacion lineal

El objetivo de un modelo matematico es reproducir la realidad de la forma mas fiel posible a fin de entender cdbmo se comporta y
poder obtener respuestas a determinadas acciones.

La programacion lineal es un tipo de modelo matematico que se desarrollé a partir de la Segunda Guerra Mundial para resolver
cierto tipo de problemas de asignacion de recursos entre distintas actividades.

Después de la guerra las aplicaciones de la programacion lineal se extendieron a una amplia variedad de problemas, de manera
gue hoy se utiliza en campos como la ingenieria, la economia, la gestidon, y muchas otras areas de la ciencia, la técnica y la
industria.

La programacion lineal fue formulada por George B. Dantsig alrededor de 1947, cuando trabajaba como consejero matematico
para la Fuerza Aérea de Estados Unidos en el desarrollo de un sistema automatico de planificacién temporal de despliegue,
entrenamiento y abastecimiento logistico.

Debido a que la Fuerza Aérea denomina programas a sus diversos planes y proyectos a implementar, en el primer articulo
publicado por Dantzig se refiere a este problema como programacion en una estructura lineal.

El término programacion lineal fue acufiado por el economista y matematico T.C. Koopmans en el verano de 1948 cuando
colaboraba con el propio Dantzig.

En 1949, Dantzig publicd el método del simplex para resolver programas lineales, método que fue ampliamente aceptado por su
capacidad de producir soluciones en un tiempo razonable.

La programacion lineal estudia la optimizacidn (minimizacién o maximizacién) de una funcién lineal que satisface un conjunto de
restricciones lineales de igualdad y/o desigualdad.
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Formulacién de un modelo de programacion lineal

En el proceso de formulacion de un modelo de programacion lineal hay que dar los siguientes pasos:

Determinacion de las variables de decision. Representan los elementos del sistema a modelar que son controlables
por el decisor. En los modelos lineales continuos estas variables toman como valores nimeros reales y se representan
por letras con subindices X, X, ,..como se acostumbra a hacer con las variables matematicas, o literales alusivos a su
significado: peso, valor, etc. En el primer caso también se utiliza la representacion como vector de un conjunto
indexado de variable: X = (X, X,5...)

Determinacion de las restricciones. Representan las limitaciones practicas de determinados recursos o imposiciones
fisicas de la realidad. Se expresan como ecuaciones e inecuaciones lineales de las variables de decision.
Matematicamente adoptan una de las siguientes formas:

gi(X)Zbi; gi(x)gbi; gi(x):bi

i=1,..m; con g, una funcion lineal en x
Formulacion de la funcién objetivo. Se trata de la funcidon que mide la calidad de la solucién y que hay que optimizar
(maximizar un beneficio o minimizar un coste). También es una funcién lineal de todas o parte de las variables de
decision.

Maximizar z= f(x); Minimizar z = f(x)

Vamos a ver estos pasos en la formulacidon de un modelo de programacion lineal utilizando el siguiente problema de
asignacion de recursos:
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Problema 1: asignacion de recursos

En una fabrica de cerveza se producen tres tipos distintos: rubia, negra y de baja graduacion, y para ello se utilizan dos materias
primas: maltay levadura. En la siguiente tabla se especifican: a) la cantidad de materias primas consumidas para producir una unidad
de cada tipo de cerveza; b) las cantidades disponibles de cada materia prima; y c) el precio unitario de venta de cada tipo de cerveza.

Consumo de materias primas por cada tipos de cerveza
Materia prima rubia negra baja Disponibilidad
malta 1 2 2 30
levadura 2 1 2 45
Precio de venta 7 4 3

Se trata de conocer la cantidad a fabricar de cada tipo de cerveza de manera que el beneficio sea maximo.

Solucién

Los tres elementos que definen un problema de programacién lineal son: variables de decisidn, restricciones y funcién objetivo.

Variables de decision

Del enunciado del problema se desprende que las variables de decisidn son las producciones a fabricar de cada tipo de cerveza:
X, = produccion de cerveza rubia
X, = produccion de cerveza negra
X, = produccion de cerveza de baja graduacion

Restricciones

Las restricciones en este caso imponen que las materias primas utilizadas en la fabricaciéon de los tres tipos de cerveza no deben
sobrepasar las cantidades disponibles: o . ]
X, +2X, +2x, <30 (maltautilizada < malta disponible)

2X, + X, +2x, <45 (levadurautilizada < levadura disponible)
X;5 Xy Xy =0 (no negatividad)
Funcién objetivo
En este caso el objetivo es maximizar el beneficio, que viene dado por la suma de los precios de venta de la produccién:
Maximizar z="7xX, +4X, +3X,
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El modelo matematico de programacion lineal para el problema de asignacién de recursos queda formulado de la siguiente manera:

Maximizar Z = 7X, +4X, +3X,

sujeto a: X +2X, +2X, <30
2%, + X, +2X, <45
X, %5, X, =20

En este primer médulo de la asignatura nos vamos a ocupar de modelar problemas de programacién lineal y resolver los modelos
utilizando los lenguajes de modelado disponibles comercialmente. En el médulo segundo abordaremos los algoritmos internos que
utilizan estos lenguajes. Sin entrar de momento en los detalles de estos lenguajes, la expresion del problema anterior en dos modernos
lenguajes de modelado (OPL y OML) seria la siguiente:

// Variables de decision Model[
dvar float+ x1; LI // Variables de decisién Modelo OML
dvar float+ x2; Decisions[ Reals[0,Infinity],
dvar float+ x3; x1, x2, x3, z],
// Funcién objetivo // Funcion objetivo
maximize 7*x1 + 4*x2 + 3*x3; Goals[Maximize [z ]],
// Restricciones // Restricciones
subject to Constraints
{ [z==7*x1 + 4*x2 + 3*x3,
x1 + 2*x2 + 2*x3 <= 30; x1 + 2*x2 + 2*x3 <= 30,
2*¥x1+ X2+ 2*x3 <= 45; 2*x1+ X2 +2*x3 <=45
} 1]

Es evidente que estos lenguajes disponen de una sintaxis muy préxima a la pura expresion matematica. El texto en verde corresponde
a comentarios, y el azul a palabras reservadas de cada lenguaje. La solucidn que nos dan los respectivos sistemas son la siguientes:

// solution (optimal) with objective 160 Decisions:
x1 =20; x1: 20
X2=5; Soluciéon OPL X2:5
x3=0; x3:0
z: 160 Solucion OML
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Propiedades del modelo lineal

La formulacidn algebraica general de un problema de programacion lineal de variables continuas podemos hacerla de la siguiente manera:

Maximizar 6 Minimizar z=c,X, +C,X, +...+CX,
Ssujeta a:
a, X +a,X, +..+a,Xx, <0=20=Db
&, X +8y,X, +...+8,,X, £020=Dh,

a, X +a,X +..+a X <0>0=Dh
X 20,X,20,..,%x, =20

Cuatro son las propiedades generales que debe cumplir un problema para poderse plantear como un problema de programacién lineal:

. Proporcionalidad
La contribucién al coste y a las restricciones es directamente proporcional al valor de las variables de decision.

. Aditividad
El coste y las restricciones son la suma directa de los valores aportados por las variables de decision.

. Divisibilidad
Las variables de decisién pueden dividirse en cualquier tipo de fraccion, es decir, toman como valores nimeros reales.

. Determinismo
Las valores de aij,ci,bj para i=1,2,...,n, j=1,2,...,Mm mantienen su valor constante.
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Problema 2: produccién

Una compaiiia dispone de un maximo de 14 horas diarias de mano de obra para fabricar diariamente dos productos ply p2. Una
unidad de producto pl necesita 4 horas mientras que una unidad de producto p2 requiere 3. Para la produccidn se necesita una
materia prima de la que se dispone de 12 unidades diarias, requiriéndose 2 unidades para producir una unidad de p1, y 3
unidades para producir una unidad de p2. ¢ Qué cantidad de cada producto maximiza la produccion?

Solucion

Variables de decision
X Produccion diaria de p1

X, Produccién diaria de p2
Restricciones

Horas requeridas para producir x1 unidades de ply x2 unidades de x2 < horas disponibles al dia de mano de obra
Materia prima requerida para producir x1 unidades de p1 y x2 unidades de p2 < unidades de materia prima disponible al dia
4x +3x, <14
2% +3x, <12

Funcion objetivo
Hay que maximizar la produccidn total diaria de la compaiiia

Meximizar z=x +X,

El modelo de programacion lineal para este problema seria:

Meximizar z=x +Xx,
sujeta a:
4x +3%, <14
2% +3x, <12
% 20,% >0
Wy, Universidad ...~
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Interpretacién econémica del problema de programacion lineal

En el Problema 1 se trataba de asignar dos recurso limitados (malta y levadura) a tres actividades de la compaiiia (fabricacién de
cerveza rubia, negra o de baja graduacion) optimizando (maximizando) el beneficio global. Conociamos la disponibilidad
(cantidad) de cada recurso, el consumo de recursos por cada actividad, y el beneficio que se obtiene por unidad de producto
fabricado de cada actividad. Este ejemplo nos permite interpretar un problema general de programacion matematica como un
problema de asignacién éptima de recursos a una serie de actividades:

Problema general de programacion lineal Interpretacion econdmica
(expresado en forma estandar de maximizacién) (asignacidn dptima de recursos)
o Consumo de recursos por unidad de
Maximizar z=cX, +C,X, +...+C,X, actividad
sujeta a: Actividad
< b Cantidad de recursos
allxl + 3.12X2 +...t aIan =13 Recursos 1 2 n disponibles
a X +a,X, +..+a, X <Db
202 T ElapX X, =0, . a, a, .a, b,
2 8 ay &, b,
A X +a,X, +...+ 8, X, <b
m &y Ana A bm
X, 20,x,>0,..,x, =20
Contribucié
ontribucion a z por Cl Cz . Cn

unidad de actividad

z =valor del rendimiento

X; = nivel de la actividad j (para j=1,2,...,n)

¢; =incremento en z que se obtiene al aumentar una unidad el nivel de la actividad |

b, =cantidad de recurso i disponible para asignarse a las actividades (para i=1,2,...,n)
a; = cantidad del recurso i consumido por cada unidad de la actividad j
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Introduccion al lenguaje de modelado OPL (Optimization Programming Language)

Aunque el estudio detallado de los lenguajes de modelado lo abordaremos en el tema 3, en este punto introduciremos el lenguaje OPL
que utilizaremos en la resolucién de los problemas que plantearemos a lo largo de la asignatura. La razén esta en que los recursos de
OPL necesarios para expresar los pequefios modelos de esta introduccion son sencillos y bastante intuitivos.

La estructura general de un programa OPL es la siguiente:

// Variables de decisioén
dvar float+ Variable de decisiéon 1;

El texto precedido de // es una linea de comentario sin valor sintactico.

Las variables de decisidon no negativas se declaran con las palabras reservadas
dvar float+ Variable de decisién n- dvar float+ y se representan con literales: x1, var, peso,...

La funcidén objetivo se declara con las palabras reservadas maximize o

// Funcioén objetivo

o y= L minimize
maximize Funcidén objetivo;

Las restricciones se declaran entre llaves {..} precedidas de las palabras

// Restricciones reservadas subject to

subject to . . L. . - .

{ J Las declaraciones de variables, funcidn objetivo y restricciones terminan en ;
Restriccioén 1; Los simbolos de los operadores lineales son + para la sumay * para la
multiplicacion.

Restriccién m , . . .
3 Los simbolos relacionales de las restricciones son: == para la igualdad; <=

para menor o igual; y >= para mayor o igual.

Aplicando la sintaxis OPL al modelo lineal del Problema 1 resulta lo siguiente:

Maximizar z = 7X, +4X, +3X,
sujeto a: X, +2X, +2x, <30 OPL

2% + X, +2Xx, <45
X;, Xy, X3 20

Los pasos necesarios para descargar OPL y crear proyectos que permitan

ejecutar modelos OPL aparecen en el documento: IDE OPL.pdf

// Variables de decision
dvar float+ x1;
dvar float+ x2;
dvar float+ x3;

// Funcioén objetivo
maximize 7*x1 + 4*x2 + 3*x3;

// Restricciones
subject to
{
X1l + 2*x2 + 2*x3 <= 30;
2*x1 + X2 + 2*x3 <= 45;
}
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Las rectas paralelas de iso-beneficio aumentan el
valor de z conforme se alejan del origen en el
cuadrante positivo. Es evidente que el valor de z de
la recta que pasa por el punto extremo (2,4) de la
region factible determina el valor 6ptimo del
problema (z=14). Las rectas con valores de z
superiores a 14 ya no itersectan la region factible.
Veremos en el tema 4 que el déptimo de un
problema lineal es siempre un punto extremo de la
region factible. Para 2 variables un vértice del
poligono factible.

Podemos comprobar la solucién resolviendo el
problema en OPL:

//Variables de decision
dvar float+ x1;
dvar float+ x2;

//Funcioén objetivo
maximize x1 + 3*x2;

//Restricciones
subject to
{
X1l + X2 <= 6
-x1 + x2 <= 2

}

Representacion grafica de los problemas de programacion lineal

Un problema de programacion lineal con 2 variables de decisidn se puede representar graficamente en el plano cuyas coordenadas son las
propias variables. Para ello se representan las rectas que resultan de convertir las restricciones de desigualdad en ecuaciones, y se
determina con el signo de desigualdad el semiplano que define cada restriccion (marcado en el dibujo con una flecha verde perpendicular
a la recta). La region factible queda determinada por la interseccion de los semiplanos que definen las restricciones.
representemos graficamente el siguiente problema de programacioén lineal:

Por ejemplo,

Maximizar z = X, +3X,
. . Para dibujar las rectas correspondientes a
SUjEtO a: X+X <6 las restricciones y a valores constantes de
X +2X. <2 la funcion objetivo (iso-beneficio) se
! 2 hallan los cortes con los ejes :
X, X, =0
X =0=>X,=6
X, +X, =6
X, =0=X =6
N , [=0=x=2
X +X, =6 =X, + X, =2 XX =
. 1 L L X, =0=>X =2
XX =0=>x,=1
X, +3X%, =3
X,=0=>Xx =3
=14) -~
R

imiento del

~
S<

X+ 3x, =14
benefici\o\ RN S \

=~ \

Y . ..
_-? Rectas de iso-beneficio
.

// solution (optimal) with objective 14
x1=2;
X2 =4;
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Clasificacion de los problemas de programacion lineal segtn el tipo de solucién
Atendiendo al tipo de solucidon podemos clasificar los problemas de programacion en las siguientes categorias:
solucién Unica

factibley | .
multiples soluciones

problema de programacion lineal .
no factible

con z infinito

no acotado . -
con z finito (rayo optimo)

Veamos con la ayuda de la representacion grafica de la regién factible un ejemplo de cada tipo.

Problema factible: solucion unica Problema factible: soluciones multiples Problema no factible

Maximizar z = 2x, +X, Maximizar z = 6X, +10x, Maximizar z = X, +3X,

. ' : < ' : >
sujetoa:  5x, +2x, <10 sujeto a:  5x, +2x,<10 sujetoa: X +X,=6
< <
3, +5x%, <15 3%, +5%, <15 X, +2X, <4
X, %, >0 X, X, =0 X, X, =0
X X ) X
2 2l Un problema factible que tenga la recta 2
A A A

de iso-beneficio paralela a la recta de una
restriccion que contenga un punto
extremo 6ptimo, tendra todo un
segmento de puntos 6ptimos.

SX, +2X%, =10

Regidn factible vacia:
problema no factible

Solucién
Unica

Infinitas
soluciones

By, Universidad
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Clasificacion de los problemas de programacion lineal segun el tipo de solucién (continuacion)
Restricciones redundantes

Problema no acotado Problema no acotado
(z infinito) (z finito, rayo 6ptimo)
Maximizar z = 2x, + X,
Maximizar z =2x, +5x, Minimizar z=—10X, +4x, sujeto a: X, +X, <2
. i . —_x. < _
sujetoa: X +X, >4 suetoa:  x—Xx,<2 X +X, <3
X >2 5% —2X%, <16 3x, +2x, <10
X, X, =0 X, %, 20 X, X, 20
X Xy 222 2212 2232 X
A A i A
08 ., . .
0 Region factible infinita Region factible definida
Region factible ! L solo por una restriccion
. g con z=-32 (rayo 6ptimo)
infinita L
—® | 5%, —2x, =16
!
1
1
'l
1
X =2 !
: X, =2
1
- > Xl [ X1

X, +2X, =4
> Xl
Los lenguajes de modelado como OPL suelen informar del caracter factible, no factible (infeasible)o no acotado (unbounded) de la

solucion.
i, Universidad -
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Problema 3: mezcla de aceites

Una fabrica produce aceite mezclando aceites refinados, dos de origen vegetal y tres de origen no vegetal. En un mes sélo es posible
refinar 200 toneladas de vegetal y 250 de no vegetal. El aceite resultante debe cumplir un valor de dureza comprendido entre 3 y 6. El
costo de una tonelada para cada aceite refinado junto con su dureza aparecen en la siguiente tabla:

VEG_1 VEG 2 NOVEG_1 NOVEG_2 NOVEG_3
costo 110 120 130 110 115
dureza 8,8 6,1 2,0 4,2 5,0

Se trata de refinar las cantidades apropiadas de cada aceite a fin de maximizar el beneficio de la produccidn final sabiendo que una
tonelada del aceite producido se vende a 150,

Solucion

Variables de decisién
X, = cantidad de aceite refinadoVEG_1

X, = cantidad de aceite refinado VEG_2

X, = cantidad de aceite refinado NOVEG_1
X, = cantidad de aceite refinado NOVEG_2
Xs = cantidad de aceite refinado NOVEG_3
y = cantidad de aceite a producir
Restricciones:

X, + X, <200

X, + X, + X5 <250

(aceite vegetal refinado < capacidad de refino vegetal)

(aceite no vegetal refinado < capacidad de refino no vegetal)

8,8x, +6,1x, +2x, +4,2x, +5x; <6y (limite superior de dureza del aceite producido)

8,8x, +6,1x, +2x, +4,2x, +5x; >3y (limite inferior de dureza del aceite producido)

X, X, + X+ X, +X =Y (suma de las cantidades de los aceites refinados = cantidad de aceite producido)
Xis Xys X35 X4s X5, Y 20 (no negatividad)

Funcidn objetivo:
Maximizar z =150y - 110x, - 120x, -130x, - 110x, - 115x, (valor aceite producido - coste aceites refinados)
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Problema 3: expresion OPL del modelo

//Variables de decision
dvar float+ x1;

dvar float+ x2;

dvar float+ x3;

dvar float+ x4;

dvar float+ x5;

dvar float+y;

Modelo OPL

//Funcién objetivo
maximize 150*y - 110*x1 - 120*x2 - 130*x3 - 110*x4 - 115*x5;

//Restricciones

subject to

{
x1 + x2 <= 200;
x3 + x4 + x5 <= 250;
8,8*x1+6,1*x2+2*x3+4,2*x4+5*x5 <=6*y;
8,8*x1+6,1*x2+2*x3+4,2*x4+5*x5 >=3*y;
X1 +x2+x3+x4+x5==y;

// solution (optimal) with objective 17592,5925925926
y = 450; Solucion
x1 = 159,26;

X2 = 40,741;

x3 = 0;

x4 = 250;

x5 = 0;
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Problema 4: asignacion de tareas

Una compafiia monta un sistema de produccion en un proceso dividido en 4 tareas denominadas M, N, Py Q que pueden realizarse en
cualquier orden e indistintamente por 4 equipos. En la siguiente tabla aparecen: a) El tiempo en horas que emplearia cada equipo en
realizar la tarea completa; b) Las horas disponibles por cada equipo; y c) El coste de la hora de trabajo de cada equipo. Se quiere
conocer el nimero de horas de trabajo que deben asignarse a cada equipo para que se minimice el coste total del montaje del

sistema.
Tareas
Equipo M N P Q Horas disponibles Coste/hora

1 52 212 25 60 220 68,3

2 57 218 23 57 300 69,5

3 51 201 26 54 245 71

4 56 223 21 55 190 71,2
Solucion

Variables de decision
M P2 Ni B I:)| B Qi J

i=1,234 «
Tiempo asignado al equipo i para realizar las tareas M, N, P, Q del sistema
Restricciones

M,+N,+P +Q, <220
M, +N,+P,+Q, <300 _—

M, + N, +P, +Q, <245

M,+N,+P,+Q, <190 /
M,/52+M,/57T+M,/51+M,/56=1
N,/212+N,/218+N,/201+N, /223 =1
P/25+P,/23+P,/26+P,/21=1
Q /60+Q,/57+Q,/54+Q,/55=1

Limitacion de las horas de trabajo disponibles por cada equipo

Imposicion de que terminen las 4 tareas que pueden ser realizadas
parcialmente por cada uno de los equipos

No negatividad de la variables de decisién

No negatividad de la variables de decision

MiJN'apiaQi ZO,

i=12,3,4

Funcion de coste
Minimizar z=68,3(M, + N, +P, +Q,)+69,5(M, + N, + P, +Q,) + 7I(M, + N, + P, + Q,) + 71,2(M, + N, + P, + Q,)
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Problema 4: expresion OPL
//Variables de decision
dvar float+ M1;
dvar float+ M2;
dvar float+ M3;
dvar float+ M4;
dvar float+ N1;
dvar float+ N2;
dvar float+ N3;
dvar float+ N4;
dvar float+ P1; // solution (optimal) with objective 23162.1781094527
dvar float+ P2; M1 = 52;
dvar float+ P3; N1 = 10.547;
dvar float+ P4; P1 = 0;
dvar float+ Q1; Q1 = 0;
dvar float+ Q2; M2 = 0;
dvar float+ Q3; N2 = 0;
dvar float+ Q4; P2 = 0;
Q2 = 0;
//Funcién objetivo M3 = 0;
minimize 68.3*(M1+N1+P1+Q1)+69.5*(M2+N2+P2+Q2)+ N3 = 191;
71*(M3+N3+P3+Q3) +71 . 2*(M4+N4+P4+Q4) ; P3 = 0:
Q3 = 54;
//Restricciones M4 = 0O;
subject to N4 = 0;
{ P4 = 21;
M1 + N1 + P1 + Q1 <= 220; Q4 = 0;
M2 + N2 + P2 + Q2 <= 300;
M3 + N3 + P3 + Q3 <= 245;
M4 + N4 + P4 + Q4 <= 190;
M1/52 + M2/57 + M3/51 + M4/56 == 1; \
N1/212 + N2/218 + N3/201 + N4/223 == 1; . . .
P1/25 + P2/23 + P3/26 + P4/21 == 1: Cuando estudiemos mas a fondo en el Tema 3 ell Iengugje OPIT veremos
Q1/60 + Q2/57 + Q3/54 + Q4755 == 1: que este .modeI.o puede expresarse d.e forma mz'as concisa haciendo uso
} de las variables indexadas y las expresiones iterativas.
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Formulacion matricial del problema de programacion lineal
Con frecuencia se utiliza la expresién matricial del problema de programacion lineal:
Maximizar o Minimizar z=c X, +C,X, +...+C X - L
_ R n“n Maximizar o Minimizar z =c"x
sujeto a : .
J sujetoa  Ax>b
a X ta,X, +...+a,X, > b1 expresion x>0
. matricial
an X +a,X +...+a,,X, >b, & e & X by G
l>e{s,z,=} A=| ... ... .. |;x=|..\;b=|..;c=|..1;
X5 Xypeees X, 20 Bm B Xy or G
Por ejemplo, para el problema 3 de mezcla de aceites tendremos la siguiente expresién matricial:
Maximizar z = -110x, -1204x, - 130x, -110x, - 115X, + 150y
X, + X, < 200
X+ X+ X < 250 .
expresion Maximizar z=c'x
8,8x, +6,1x, +2x, +4,2X, +5x, -6y < 0 matricial )
sujetoa  Ax<b
—8,8x, —6,1x, —2X; —4,2X, =5%, +3y < 0
x>0
X+ X+ X+ X+ X-y <0
—-X= X—= X—= X- XTYy <0
X5 Xy, X3 Xy, X5, Y 20
X
|
| O 1 1 0o o o0 071 [x] [200] [-110]
/‘ Hemos convertido todas las relaciones a “menor
| o igual” multiplicando por -1 los dos miembros de ¢ v 1 1 1 v X 250 -120
/ las restricciones con relacién “mayor o igual” A 88 6,1 2 42 5 -6 « = X5 | b= 0 oo -130
/ |-88 -61 -2 -42 -5 3 "7 Ix, " | o0 | |-110
L
La restriccion de “igualdad” se convierte en dos 1 1 1 1 1 -1 X; 0 -115
restricciones: “mayor o igual”, y “menor o igual” 1 1 1 1 1 1| y I 0 ] _150
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Problema general de la dieta

El problema de la dieta consiste en determinar las cantidades de distintos nutrientes que deben ingerirse para asegurar ciertas
condiciones de nutricion, minimizando el coste de los nutrientes. Se conocen los contenidos nutritivos de un nimero de
alimentos, sus precios, y la cantidad minima diaria de nutrientes aconsejada. El problema consiste en determinar la cantidad
de cada alimento que debe comprarse de manera que se satisfagan los minimos aconsejados con un precio total minimo.

Si denominamos: ) )
m = numero de nutrientes

n = numero de alimentos
a; = cantidad de nutriente i en una unidad de alimento j

b; = cantidad minima de nutriente i aconsejada

¢; = precio unitario del alimento ]

Variables de decision

X; = cantidad que debe comprarse del alimento j

Restricciones
Como la cantidad total de un nutriente dado i es la suma de las cantidades de los nutrientes en todos los alimentos, se deben

cumplir las siguientes restricciones:
n
> ax;=b; i=1.m
j=1
X;20, j=1..,n

Funcién de costo
Hay que minimizar el precio total de la dieta:

n
Minimizar z = chxj
j=1

18
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Problema 5: dieta

cada nutriente y con coste total minimo.

Consideremos el caso de 4 nutrientes N1, N2, N3, N4 que forman parte de 5 alimentos A1, A2, A3, A4, A5. En la siguiente tabla
aparecen: 1) Cantidad aconsejada de cada nutriente, 2) Contenido de nutriente que tiene cada alimento, y 3) Coste unitario de
cada alimento. Debemos calcular la cantidad de cada alimento que debemos comprar para garantizar la cantidad aconsejada de

Xis Xy, X5, Xy, X5 20
Funcion objetivo

[V

Cantidad Contenido de nutrientes de cada alimento
Nutrientes aconsejada _ Al A2 A3 ___Ad
N1 742 “57.2
N2 14,7 13 7
N3 postd brmm
Coste de los alimentos 12
Solucion
Variables de decision
X; = cantidad que debe comprarse del alimento Aj;  j=1,2,3,4,5
Restricciones L
X
78,6 70,1 80,1 67,2 77,0 Xl 74,2
6,50 9,40 8,80 13,7 30,4 X2 _|147
0,02 0,09 0,03 0,14 0,41 || ° | |0,14
X
0,27 0,34 0,30 1,29 0,86 4 0,55
X

Minimizar z =X, +0,5x, +2x, +1,2x, +3X

W Universidad
2
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Problema 5: expresion OPL

//Variables de decision

dvar float+ x1; Modelo OPL
dvar float+ x2;

dvar float+ Xx3;

dvar float+ x4;

dvar float+ Xx5;

//Funcion objetivo
minimize x1 + 0.5*x2 + 2*x3 + 1.2*x4 + 3*x5;

//Restricciones

subject to

{
78.6*x1 + 70.1*x2 + 80.1*x3 + 67.2*x4 + 77.0*x5 >= 74.2;
6.50*x1 + 9.40*x2 + 8.80*x3 + 13.7*x4 + 30.4*x5 >= 14.7;
0.02*x1 + 0.09*x2 + 0.03*x3 + 0.14*x4 + 0.41*x5 >= 0.14;
0.27*x1 + 0.34*x2 + 0.30*x3 + 1.29*x4 + 0.86*x5 >= 0.55;

3

// solution (optimal) with objective 0,792769148366363

x1 = 0; ..
x2 = 1,5303: Solucion
x3 = 0;
x4 = 0,023032;
x5 = 0;
Wiy, I‘Jnivcm‘dad ———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
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Problema general de transporte

Se debe enviar un cierto producto en determinadas cantidades U, . . . , U, desde cada uno de los m origenes, y recibirse en
cantidades v;, . . ., V,, en cada uno de los n destinos. El problema consiste en determinar las cantidades X;; , que deben enviarse
desde el origen i al destino j, para conseguir minimizar el coste total del envio.

m = ndmero de origenes

n =ndmero de destinos

u, = cantidad a enviar desde origen i
v; = cantidad a recibir en el destino

c; = coste unitario de envio desde el origen i al destino |

Variables de decision.

Restricciones.

ml m2 m3

m
D% =V j=L..,n

El primer conjunto de restricciones indica que la cantidad de producto que sale del origen i debe coincidir con la suma de las
cantidades que parten de ese origen hasta los distintos destinosj=1,..., n.

El segundo conjunto de restricciones asegura que el total recibido en el destino j debe corresponder a la suma de todas las
cantidades que llegan a ese destino y parten de los distintos origenesi=1,..., m.

Funcion objetivo.
Hay que minimizar el coste total del envio, que es la suma de los costes de envio por unidad de producto multiplicado por las

cantidades enviadas: m o
Minimizar z=Y ) c¢;X;
=1 j=I
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Problema 6: transporte
Consideremos el problema del transporte de la siguiente figura, con m = 3 origenes y n = 3 destinos, y con:
u=2; u,=3; u=4; v,=5 Vv,=2; V,=2;
c,;=05; ¢,=3; cy;=2; ¢c,=2; C,,=3; Cu=4; C;;=2; C,=3; C;;=15
X33
Vl V2 V3
Solucion
Variables de decision
x; = cantidad que se envia desde el origen i al destino j; 1=1,2,3; j=1,2,3
Restricciones
X + X, + X5 =2
Xy + Xyp + X3 =3
Xy + Xy + X35 =4
X+ Xy + X5, =5
Xy + Xy + X5, =2
X3+ Xp3 + X33 =2
Funcion objetivo
Minimizar z=0,5X,, +3X,, +2X; +2X,, +3X,, +4X,; +2X;, +3X;, +1.,5X%;;
2N Universidad 22
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Problema 6: expresiéon OPL

// Variables de decision
dvar float+ x11;
dvar float+ x12;
dvar float+ x13;
dvar float+ x21;
dvar float+ x22;
dvar float+ x23;
dvar float+ x31;
dvar float+ x32;
dvar float+ x33;

//Funcioén objetivo
minimize
0.5*x11+3*x12+2*x13+2*x21+3*x22+4*x23+2*x31+3*x32+1 .5*x33;

//Restricciones
subject to

{
X11+x12+x13==2;
X21+x22+x23==3;
X31+x32+x33==4;

X11+x21+x31==5;
X12+x22+x32==2;
X13+x23+x33==2;

}
// solution (optimal) with objective 16
x11 = 2;
x12 = 0;
x13 = 0;
x21 = 1;
X22 = 2;
x23 = 0;
x31 = 2;
x32 = 0;
X33 = 2;
iy, !Jnivcm‘dad
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Planificacidn de la produccion multi-periodo
Se trata de determinar las cantidades que hay que producir y almacenar (stock) durante cada dia de un periodo (periodo de

optimizacion) cuando se conoce una previsién diaria de la demanda para ese periodo, el coste de la produccion y el coste de los
almacenes. Se conoce también el valor del stock inicial y la capacidad maxima de los almacenes. El objetivo esde minimizar el coste

total durante el periodo.

X, X, produccion X, X, n =namero de periodos de tiempo
s, = almacenes iniciales
almacenes d, =demanda el diat
oLt i >+ oy 2 s Sn"*é*i’ S,.. = capacidad maxima de almacenes
l l l c, = coste de produccion en el periodo t
£ 5 demanda : N a, = coste de almacenamiento en el periodo t

1
En esta situacion hay que esperar que el sistema haga una combinacion optimo de la produccion y el almacenamiento en funcion de sus

respectivos costos diarios y la de la demanda que se espera en cada dia del periodo.

Variables de decision
X, = produccion en el periodo t

s, = almacenamiento en el periodo t

Restricciones.
~ Ecuaciéon de balance: lo que se produce un dia mas lo que habia almacenado dl dia anterior
S+ X% = dt +5,; t= 1,2,...,n serd igual a la demanda de ese dia mas lo que se almacena para el dia siguiente
S SSmax; t=12,...n D E—
No se debe sobrepasar ningun dia la capacidad de los almacenes
S, %=20 -—

Funcién de coste Restricciones de no negatividad de la variables de decision

n
Minimizar z=> (cx +as) «

P Suma de los costes de produccién y almacenamiento durante todo el periodo

24
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Problema 7: produccién multi-periodo
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X1 X2 X3 X4
Meses 1 2 3 4
Demanda 30 50 100 190
SO sl B Sz 33 » + S4 '
] + 4\ g\ Coste produccion 20 30 40 50
Coste almacenamiento 5 6 7 8
s, =0
d, d, d d,
Solucion
Variables de decision
X, = produccionen el mest; t=1,2,34
s, = almacenamientoenel mest; t=1,2,3,4
Restricciones
0+x,=30+s,
s, +X, =50+s,
S, +X,=100+s,
S;+X =190+s,
s, <40
s, <40
s, <40
s, <40
Funcidn objetivo
Minimizar z =20x,+30x, +40x, +50x, +5s, + 6S, + 7S, + 8s,
Universidad 25




Problema 7: expresiéon OPL

//Variables de decision
dvar float+ x1;
dvar float+ x2;
dvar float+ x3;
dvar float+ x4;
dvar float+ si;
dvar float+ s2;
dvar float+ s3;
dvar float+ s4;

//Funcién objetivo

minimize
20*x1+30*%x2+40*x3+50*x4+5*s1+6*S2+7*s3+8*Ss;

//Restricciones
subject to

{

0+x1==30+s1;
s1+x2==50+s2;
S2+x3==100+s3;
sS3+x4==190+s4;

s1<=40;
s2<=40;
s3<=40;
s4<=40;
s

//
X1
X2
X3
x4
sl
s2
s3
s4

solution (optimal) with objective 15120

70;
50;
100;
150;
40;
40;
40;
0;

W Ul‘livET&l‘dﬂd e
) _—-srm - me - -—_—_—_—_—_—_—_—_—_—

Complutense

Madrid J.J. RUZ, INTRODUCCION A LA PROGRAMACION MATEMATICA, MASTER UNIVERSITARIO EN INGENIERIA DE SISTEMAS Y DE CONTROL

26




Ejercicio

Teniendo en cuenta que tan importante es formular un modelo de programacién lineal como identificar problemas reales que puedan resolverse
con este tipo de modelo, el ejercicio correspondiente a este tema constara de las siguientes fases:

1. Especificar un problema real que pueda resolverse con un modelo de programacion lineal.
2. Obtener el modelo lineal correspondiente al problema especificado.
3. Expresar el modelo en OPL Yy ejecutarlo en el entorno de desarrollo.

4. Variar los datos de la especificacion y observar el efecto que tiene sobre la solucidn.
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