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Tema 4: Programación lineal con variables continuas: método del Simplex

Objetivos del tema:

 Resolver de forma gráfica un problema de programación lineal continuo

 Estudiar las formas equivalentes de representación de los problemas de programación lineal

 Aprender los conceptos básicos de álgebra lineal necesarios para resolver programas lineales continuos

 Resolver un problema de programación lineal continua por enumeración exhaustiva de soluciones básicas.

 Resolver un problema de programación lineal continua utilizando la versión algebraica del método del simplex

 Resolver un problema de programación lineal continua utilizando la versión tabular del método del simplex
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Resolución de problemas de programación lineal

En este tema abordamos la forma de resolver problemas de programación lineal continua. El objetivo fundamental es entender la
naturaleza del problema y el perfil computacional a que dan lugar estos métodos. Desde un punto de vista práctico los
procedimientos manuales de resolución no tienen mucho interés porque hoy día existen abundantes herramientas informáticas que
implementan de manera muy eficiente estos procedimientos y, como estudiamos en el tema anterior, permiten utilizarlos desde
potentes lenguajes de modelado.

Aunque el tema se centra fundamentalmente en el algoritmo del Simplex, propuesto por Dantzig en 1947, comenzaremos
introduciendo el método de resolución gráfico, que resulta muy intuitivo para entender la correspondencia entre la versión
puramente algebraica de estos problemas y su representación geométrica.

A continuación estudiaremos una serie de transformaciones que nos van a permitir llevar los problemas de programación lineal a
una forma estándar, que es el punto de partida del algoritmo del Simplex.

Después estudiaremos el concepto de solución básica factible, que juega un papel fundamental en la resolución de los problemas de
programación lineal, ya que una solución óptima será siempre una solución básica factible y además porque el número de soluciones
básicas factibles de un problema lineal continuo es finito, lo que acota considerablemente el procedimiento de búsqueda de la
solución.

Antes de abordar de manera precisa el método del Simplex utilizaremos un ejemplo para introducir de manera más intuitiva los
conceptos fundamentales que operan en este algoritmo.

A continuación estudiaremos los fundamentos teóricos del método y los criterios de operación que resumiremos en una versión
algebraica del algoritmo del Simplex. Después lo aplicaremos a un ejemplo.

Después veremos la versión tabular de este algoritmo que simplifica su utilización manual y la aplicaremos al mismo ejemplo.

Finalmente introduciremos los métodos que se utilizan para obtener una solución básica factible inicial para el método del Simplex
cuando hay que introducir variables artificiales en el problema original para llevarlo a su forma estándar.
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 z 3 2
:      2 18

                  2 3 42
                  3 24
                  0, 0

Maximizar x y
sujetoa x y

x y
x y

x y

 
 
 
 
 

Resolución gráfica

La resolución gráfica de los problemas de programación lineal no es muy práctica porque sólo se puede aplicar cuando el número de variables
es de 2 o 3. Sin embargo es bastante útil para interpretar visualmente los conceptos y procedimientos utilizados posteriormente. Para
resolver gráficamente un problema de programación lineal seguimos los siguientes pasos:

1) Dibujamos la región factible utilizando las ecuaciones de las rectas que resultan de convertir las restricciones en igualdades.
2) Determinamos los puntos extremos de la región factible: puntos de intersección entre las rectas y que pertenecen a la región factible.
3) Evaluamos la función objetivo en los puntos extremos y determinamos el de valor óptimo

Vamos a resolver gráficamente el siguiente problema:
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(0,0); z = 0 (8,0); z = 24

(6,6); z = 30

(3,12); z = 33

(0,14); z = 28

x

y

3 24x y 

2 3 42x y 

2 18x y 

3 2 33x y 

La intersección de la recta de iso‐coste (en
verde) con la región factible determina las
soluciones factibles de igual coste. Moviendo
esta recta de forma paralela en el sentido
creciente de z, se puede determinar también la
solución al problema: última intersección de la
recta con los puntos extremos.

dvar float+ x;
dvar float+ y;
maximize 3*x+2*y;
subject to
{
2*x + y <= 18;
2*x + 3*y <= 42;
3*x + y <= 24;
}

// solution (optimal) with objective 33
x = 3;
y = 12;

OPL

Este mismo problema lo utilizaremos
posteriormente para ilustrar los restantes
métodos de resolución
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Formas equivalentes de un problema de programación lineal

En el tema 1 vimos que la forma general de un problema de programación lineal continuo era la siguiente:

Vamos a analizar una serie de transformaciones que convierten el problema en otro equivalente, entendiendo como equivalente otro
problema que tiene las mismas valores para las variables de decisión y función objetivo.

Maximización y minimización
Es evidente que siempre se cumple la siguiente relación:

Luego un problema de maximización siempre podemos convertirlo en uno de minimización equivalente y viceversa. Por tanto no se
pierde generalidad si suponemos que siempre el problema es de maximización. Para trabajar con uno de minimización basta cambiar los
signos de los coeficientes de la función de coste y resolver el problema de maximización resultante. El mínimo buscado será el opuesto
del máximo obtenido.

Variables no restringidas
Como en la mayoría de los problemas las variables de decisión xj representan cantidades físicas, su no negatividad aparece de forma
natural. Sin embargo hay ocasiones en las que es necesario tratar con variables de decisión que puedan tomar valores positivos y
negativos, por ejemplo, en problemas de flujo para especificar el sentido del mismo. Estas variables se denominan no restringidas. Si xj es
una variable no restringida siempre podemos sustituirla por la diferencia de dos variables no negativas, resultando un problema
equivalente pero con más variables:
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Cambio de igualdad a desigualdad

Una restricción de igualdad de la forma:

podemos sustituirla por dos restricciones de desigualdad de la forma:

y la segunda podemos sustituirla por otra del mismo sentido que la primera cambiando de signo ambos miembros:

Cambio de desigualdad a igualdad: variables de holgura

Una restricción de desigualdad de la forma:

podemos sustituirla por otra restricción de igualdad introduciendo una nueva variable no negativa denominada de holgura:

Análogamente, una restricción de desigualdad de la forma:

podemos sustituirla por otra restricción de igualdad introduciendo una nueva variable de holgura:
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i1 1 i2 2 in n i

i1 1 i2 2 in n i

i1 1 i2 2 in n i

i1 1 i2 2 in n i

i1 1 i2 2 in n i

a x a x a x b

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
a x a x a x b
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a x a x a x x b con x

a x a x a x b

a x a x a x x b con x

 

 

   

     

   

     
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Forma canónica de un problema de programación lineal

Teniendo en cuenta las transformaciones anteriores, un problema lineal siempre podemos transformarlo en uno equivalente de
maximización con todas las restricciones de tipo denominado forma canónica:

Forma estándar de un problema de programación lineal

De la misma manera un problema de programación lineal siempre podemos transformarlo en su equivalente en forma estándar en el que
sólo existen restricciones de igualdad:

En forma matricial la forma estándar de un problema de programación lineal adoptaría la forma general:

Es evidente que aunque hayamos utilizado la misma notación para la matriz A y los vectores b, c y x en las dos formas canónica y
estándar, cuando un mismo problema se lleva a ambas formas se obtienen en general matrices y vectores diferentes.
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Ejemplo de paso a la forma estándar

Vamos a transformar el siguiente problema de programación lineal en otro equivalente que está en la forma normal.

Para ello introducimos las tres variables de holgura que convierten las desigualdades en igualdades:

En forma matricial sería:

z 3 2
:      2 18

                  2 3 42
                  3 24
                  0, 0

Maximizar x y
sujetoa x y

x y
x y

x y

 
 
 
 
 

 z 3 2
:      2 18

                  2 3 42
                  3 24
                  , , , , 0

Maximizar x y
sujetoa x y h

x y s
x y d

x y h s d

 
  
  
  



, , 0h s d 

           

x x
y 2 1 1 0 0 y 18

Maximizar 3 2 0 0 0 h sujeto a :  2 3 0 1 0 h = 42
s 3 1 0 0 1 s 24
d d

   
                              
      
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Conceptos básicos de programación lineal

Dado el siguiente problema de programación lineal continua en la forma estándar:

definimos los siguientes términos:

• Solución factible: valores de x que satisfacen todas las restricciones, incluidas las de no negatividad

• Solución factible óptima: la solución factible que proporciona el óptimo para la función objetivo

• Base o matriz básica: una matriz cuadrada B de dimensión y rangom extraída de las columnas de A

• Matriz no básica: matriz residual N formada por las columnas de A que no están en B

• Variables básicas: lasm variables xB de x asociadas a las columnas de B

• Variables no básicas: las n‐m restantes variables xN de x

• Solución básica

Si expresamos la matriz A y el vector x descompuestos en variables básicas y no básicas tenemos:

Una solución básica será , pues, una solución del problema lineal en la que n‐m variables de decisión toman valor cero.

• Solución básica factible: una solución básica que además es factible, es decir

• Función de coste de una solución básica factible
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Correspondencia: puntos extremos <‐‐‐‐> soluciones básicas factibles

Las soluciones básicas factibles de un problema lineal estándar se corresponden con los puntos extremos de la región factible:

Para entender más intuitivamente esta correspondencia  consideremos el problema anterior:
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i

p

B

B

B i

B p
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







 

 

 

 

x B b 0

x B b 0

x B b 0

x B b 0
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Puntos extremos Variables nulas Variables no nulas
A x, y s, h, d

B x, s y, h, d

C s, d x, y, h

D d, h x, y, s

E y, h x, s, d

 z 3 2
 :      2 18

                    2 3 42
                    3 24      
                    0, 0

Maximizar x y
sujeto a x y h

x y s
x y d

x y

 
  
  
  
 

x

y

A

B
C

D

E

x=0

y=0
h=0

s=0

d=0

3 24x y 

2 3 42x y 

2 18x y 

• Cada punto de la región factible ABCDE viene identificado por una tupla de valores para x,y,h,s,d
• Los valores de las variables  x e y dan las coordenadas del punto en el plano (x,y)
• Los valores de las variables  h,s,d dan la separación del punto (x,y) a la recta definida por  la 
restricción   correspondiente.

• Los puntos situados sobre las aristas del polígono que forma la región factible tienen una 
componente nula.

• Los puntos extremos del polígono (vértices) que están sobre dos restricciones (intersección de 
dos   rectas) tendrán dos variables nulas y por tanto serán soluciones básicas factibles.



Ejemplo de correspondencia: puntos extremos <‐‐‐‐> soluciones básicas factibles

Todas las sub‐matrices Bi de A de orden 3 son singulares salvo las 8  correspondientes a las siguientes variables básicas:
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         , , 0

Max x x x
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
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1
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1 0 0 5 5
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0 0 1 5 5
Bbase x x x 

     
            
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x B b =

1 2 3

1 1

2 2

3 3

  z=
. .
                               5
                               5
                                5

Max x x x
s a

x s
x s

x s

 

 
 

 

! 6!º    20
!( )! 3!3!

sólo 8 tienen inversa y son factibles :

n nN máximo de soluciones básicas
m m n m
 

      

1 2 3 1 2 3

1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 ;
0 0 1 0 0 1

[ ];

[1 1 1 0 0 0];
[5 5 5];

T

T

T

x x x s s s

 
   
  






A

x

c
b

* * *
1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2

  
              (     )

( )   ( )   (5 5 5)
( )   ( )   (5 5 0)
( )   ( )   (5 0 5)
( )   ( )   (5 0 0)
( )   ( )   (0 5 5)
( )   (

básicas no básicas x x x
x x x s s s
x x s s s x
x s x s x s
x s s s x x
s x x x s s
s x s x s 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

)   (0 5 0)
( )   ( )   (0 0 5)
( )   ( )   (0 0 0)

x
s s x x x s
s s s x x x

Soluciones básicas factibles

(0,0,0) (5,0,0)

(5,0,5)

(5,5,5)
(0,5,5)

(0,5,0)

(0,0,5)

(5,5,0)

Puntos extremos 

x1

x2

x3

Forma estándar
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Búsqueda exhaustiva de soluciones básicas

El teorema fundamental de la programación lineal asegura que si un problema de programación lineal tiene solución óptima finita, entonces
necesariamente existe un punto extremo de la región factible en el que alcanza dicha solución óptima. Por tanto este resultado resuelve
teóricamente el problema de la programación lineal, puesto que la solución se puede encontrar examinando el valor de la función objetivo en
un número finito de puntos.

Vamos a utilizar este resultado para obtener el punto extremo óptimo del anterior problema de programación lineal:

La matriz de este problema admite 10 sub‐matrices cuadradas de 3X3 candidatas a puntos extremos de la región factible: 

Estas sub‐matrices son las siguientes:
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! 5! 5 4 3 2 10
!( )! 3!2! 3 2 2

n n
m m n m
    

        

           

x x
y 2 1 1 0 0 y 18

Maximizar 3 2 0 0 0 h sujeto a :  2 3 0 1 0 h = 42
s 3 1 0 0 1 s 24
d d

   
                              
      

z 3 2 0 0 0
 :     2           = 18

                   2 3     s     = 42
                   3           d = 24
                   , , , , 0
                

Maximizar x y h s d
sujeto a x y h

x y
x y

x y h s d

    
 
 
 


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1 1

2 1 1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0
2 3 0 ; 2 3 1 ; 2 3 0 ; 2 0 1 ; 2 0 0 ; 2 1 0 ; 3 0 1 ; 3 0 0 ; 3 1 0 ; 0 1 0
3 1 0 3 0 3 1 3 0 0 3 0 1 3 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1

                   
                   
                   
                                      

       (               )x y h s d
2 1 1 0 0

A= 2 3 0 1 0
3 1 0 0 1

 
 
 
  
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Enumeración de las soluciones básicas factibles

Vamos a calcular cada una de las soluciones básicas factibles y el valor correspondiente de la función objetivo:

Sólo 5 son básicas factibles,  y la que produce valor máximo a la función de coste es:

1

1

2 0 0 0.5 0 0 9
  2 1 0 ;  1 1 0 ;        24

3 0 1 1.5 0 1 3
no factible porque  es negativo

1 1 0 0 0 1
  3 0 1 ;  1 0 1 ;           

1 0 0 0 1 3

B

B

x
B B x s

d
d

y
B B x h

s





       
                  
               

     
           
         

1

24
6

30
no factible porque y  son negativos

1 1 0 0 0.333 0
  3 0 0 ;  1 0.333 0 ;    4

1 0 1 0 0.333 1 10
factible: 

1 0 0
  3 1 0

1

14

0 1

B

B

h s
y

B B x h
d

z = 28,   x = 0,   y = 14

B



 
     
   

       
                  
              

 1

1

1 0 0 18
;  3 1 0 ;           12

1 0 1 6
no factible porque  es negativo

1 0 0 1 0 0 18
  0 1 0 ;  0 1 0 ;             42

0 0 1 0 0 1 24

B

B

y
B x s

d
s

h
B B x s

d





       
                  
              

      
              
           

factible: 0      Bz ,   x = 0,   y = 0 




 
 



1

1

2 1 1 0 -0.14 0.43 4.29
 2 3 0 ;  0 0.43 -0.29 ;     11.14

3 1 0 0.33 -0.05 -0.19 -0.57
no factible porque  es negativa  

2 1 0 1 0 1
 2 3 1 ;  3 0 -2

3 1 0 -7 1 4

B

x
B B x y

h
h

B B





       
                 
              

   
      
     

1

;                   
12

factible: ,  

6
6

3
  

2 1 0 0.75 0.25 0
 2 3 0 ;  0.5 0.5 0 ;       

3 1 1 1.75 0.25 1 3
 facti

12

ble: 

B

B

B

B

x
x y

s
z 30   x = 6,  y = 6

x
B B x y

d
z = 3



   
        

       


       
                  
              

1

1

2 1 0 0 0 0.33
 2 0 1 ;  1 0 0.67 ;              2

3 0 0 0 1 0.67 26
factible: ,   8   0 

2 1 0 0 0.5 0
 2 0 0 ;  1 1 0

3 0 1 0 1.5

8

1

B

B

3,    x = 3,   y = 12  
x

B B x h
s

z 24  x = , y =

B B





       
                  
              



  
      
     

21
;                24

39
 no factible porque y  son negativos                        

B

x
x h

d
h d

    
          
        

Bz = 33,    x = 3,   y = 12  

1 ;      T
B B B B Bx B b z c x 
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Método del Simplex

Hemos visto que el teorema fundamental de la programación lineal permite resolver estos problemas examinando el valor de la función
objetivo en un número finito de puntos. Sin embargo, el número de puntos extremos de un problema puede ser muy elevado por lo que
se hace necesaria alguna estrategia que examine los puntos extremos de una manera eficiente, es decir, que recorra a ser posible en
primer lugar los más prometedores como candidatos a óptimos, y que disponga de un criterio que determine que se ha alcanzado la
solución óptima sin haber realizado un recorrido completo de todos puntos extremos.

El método del simplex reúne estas características ya que parte de un punto extremo inicial cualquiera(solución básica factible) y mediante
unos criterios muy precisos opera de forma iterativa pasando de un punto extremo a otro adyacente (sólo se diferencia en una variable
que en uno es básica y el otro no) que mejora (o por lo menos no empeora) la función objetivo de procedencia, alcanzado la solución
óptima en un número finito de pasos.

Es evidente que cuanto mejor sea la solución básica de partida más eficiente resultará el método, llegándose antes a la solución óptima.

Solución básica factible inicial

Solución óptima

Iteraciones del método simplex
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Introducción al método del simplex

Vamos a introducir el método del simplex de una manera intuitiva utilizando el ejemplo anterior en forma estándar:

Expresión matricial:

Partiremos de una base inicial  e iremos pasando en sucesivas iteraciones por bases de mejor coste hasta alcanzar el óptimo

0) Elección de una base inicial

El algoritmo del simplex parte de una solución básica factible inicial correspondiente a un punto extremo de la región factible. En nuestro caso, y
aprovechando las variables de holgura introducidas, resulta fácil obtener una solución básica haciendo x=0 e y=0 y resolviendo el sistema

resultante en h, s y d : que corresponde a la base: de

Podemos reescribir el sistema de ecuaciones despejando las variables básicas:

Se observa que es posible mejorar z introduciendo x o y en la base y sacando  h, s o d.  Introduciremos x que aporta más que y a z (3 frente a 2).
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2 1 1 0 0
= 2 3 0 1 0

3 1 0 0 1

 
 
 
  

A

       , , , ,

Maximizar  z = 3x+2y
sujeto a :   2x+ y+h        = 18
                  2x+3y+  s     = 42
                  3x+ y+        d = 24 x y h s d 0

 3 2 0 0 0T c

 T x y h s dx

[18 42 24]T b

1

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
   
  

B

x = 0
y = 0
h = 18
s = 42
d = 24
z = 0









 h = 18 2x y

s = 42 2x 3y  
d = 24 3x y       
z = 0+3x+2y

 
  
  

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2 1 1 0 0
= 2 3 0 1 0

3 1 0 0 1

 
 
 
  

A

(0,0); z = 0 x

y

  
         

                    

TMaximizar z
sujeto a






c x
Ax b
x 0
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h = 18 2x
s = 42 2x  
d = 24 3x       





0
0    
0

h = 18 2x
s = 42 2x  
d = 24 3x       

 
  
 

0
0    
0

h 
s   
d        


 


   

18x
2
42x  
2
24x       
3



 



 18 42 24x Min , , Min 9,21,8 8     
2 2 3

    
 

8 0  x d d   
x = 8
y = 0
h = 2
s = 26
d = 0
z = 24

h = 18 - 2×8 = 2
s = 42 - 2×8 = 26  
d = 24 - 3×8 = 0  
z = 3x+2y = 3×8 = 24     

   
h = 18 2x y
s = 42 2x 3y  
d = 24 3x y       
z = 0+3x+2y

 
   
  


  

1h = 18 - 2× (24 - y - d) - y3
1s = 42 - 2× (24 - y - d) - 3y  3

1x = (24 - y - d)  3
z = (24 - y - d) +2y



 





1 2h = 2 - y+ d3 3
7 2s = 26 - y+ d 3 3

1 1x = 8 - y - d  3 3
z = 24+ y - d








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1) Primera iteración

Introducir x en la base significa que aumentamos su valor de cero a un valor positivo. Es evidente que cuanto mayor sea este valor mayor
aportación hará x a z. Sin embargo, el valor de x no debe salir de la región factible, lo que significa que debe respetar las restricciones, incluidas
las de no negatividad. Puesto que y va a seguir fuera de la base seguirá valiendo y =0 y tendremos:

Cuando                                                deja la base. Por tanto hemos sacado a d de la base y hemos introducido a x.  Los nuevos valores de las 
variables serán:

Despejemos en el sistema las variables básicas:

Se observa que es posible mejorar z introduciendo y en la base y sacando a h o s. 

(0,0); z = 0 (8,0); z = 24
x

y

d es la variable que determina el máximo valor que 
puede aportar x a la función objetivo, 8
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2) Segunda iteración

Introducir y en la base significa que aumentamos su valor de cero  a un valor positivo. Es evidente que cuanto mayor sea este valor mayor 
aportación hará y a z. Sin embargo, el valor de y no debe salir de la región factible, lo que significa que debe respetar las restricciones, incluidas 
las de no negatividad.  Puesto que d va a seguir fuera de la base seguirá valiendo d =0 y tendremos:

Cuando                                                deja la base. Por tanto hemos sacado a h de la base y hemos introducido a y.  Los nuevos valores de las 
variables serán:

Despejemos en el sistema las variables básicas:

Se observa que es posible mejorar z introduciendo d en la base. 

1h = 2 - y3
7s = 26 - y 3

1x = 8 - y 3

0

0    

0

1h = 2 - y3
7s = 26 - y  3

1x = 8 - y       3



 



0
0    
0

h 
s   
x        


 


   
y 6
y 11,4  
y 24      


 


 y Min 6,11,4,24 6      

 y 6 h 0 h   

x = 6
y = 6
h = 0
s = 12
d = 0
z = 30

1h = 2 - ×6 = 03
7s = 26 - ×6 = 12  3

1x = 8 - ×6 = 6  3
z = 3x+2y = 3×6 +2×6 = 30     (0,0); z = 0 (8,0); z = 24

(6,6); z = 30

x

y

1 2h = 2 - y+ d3 3
7 2s = 26 - y+ d 3 3

1 1x = 8 - y - d  3 3
z = 24+ y - d









y = 6 - 3h+2d
s = 12+7h - 4d 
x = 6 +h - d  
z = 30 - 3h+d







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3) Tercera iteración

Introducir d en la base significa que aumentamos su valor de cero  a un valor positivo. Es evidente que cuanto mayor sea este valor mayor 
aportación hará d a z. Sin embargo, el valor de d no debe salir de la región factible, lo que significa que debe respetar las restricciones, incluidas 
las de no negatividad.  Puesto que h va a seguir fuera de la base seguirá valiendo h =0 y tendremos:

Cuando                                                deja la base. Por tanto hemos sacado a s de la base y hemos introducido a d.  Los nuevos valores de las 
variables serán:

Despejemos en el sistema las variables básicas:

Ya no es posible mejorar z puesto que los coeficientes de las variables no básicas son todos negativos.  Luego hemos alcanzado el óptimo

(0,0); z = 0 (8,0); z = 24

(6,6); z = 30

(3,12); z = 33

x

y

y = 6 +2d
s = 12 - 4d 
x = 6 - d

0
0    
0

y 
s   
x        


 


0
0    
0

y = 6 +2d
s = 12 - 4d  
x = 6 - d       


 


3
3    
6

d
d  
d       

 
 


 d Min 3,6 = 3     

 d 3 s 0 s   

y = 6 +2×3= 12
s = 12 -12 = 0 
x = 6 - 3= 3 
z = 3x+2y = 3×3+2×12 = 33     

x = 3
y = 12
h = 0
s = 0
d = 0
z = 33

y = 6 - 3h+2d
s = 12+7h - 4d 
x = 6 +h - d  
z = 30 - 3h+d








y =
7 1d = 3+ h - s 4 4

x =  
5 1z = 33 - h - s4 4








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1

1

  
        

                    

...
... ... ... ; ... ; ... ; ... ; ... ; ... ...

...

S

T

n j

j j n

m mn n m n mj

Maximizar z
sujeto a

a a x b c a

a a x b c a






        
                         
                 

c x
Ax b
x 0

A x b c a A a a a

 
 

1 2

ea ... ... una submatriz de  formada por  columnas de  y de rango 

Sean : , ,..., = conjunto de índices de las columnas de 

         ,..., conjunto de índices de las column

j1 j2 jm

m

 m m

I j j j

J 1,2 n I

   


  

B a a a A A

B

   

as de  que no están en 

 ;       se puede escribir:       o bien :                                              (1)

si hacemos  0,   se convierte en 

B B
B N

N N

N

   
        

   
 

A B

x x
A B N x Ax b B N b, Bx Nx b

x x

x Ax b Bx

 

1

1

1

1 1

1 1

  cuya solución es  

  0       
0

 0
0

  

llamando  = tenemos:  =   
y

B B

B

B
B B N B B N B

B N

B N B

:

Supongamos que de manera que es una solución básica factible

z







 

 

 

 
  

 
 

    
 

 

 

b x B b
x

B b

x
c c c x c c B b

x B Nx B b

Y B N  x Yx B b x
 multiplicando por  la ecuacion anterior tenemos  

restando  de la ecuación anterior
 

;   donde   [ ]

B B B B N B B

B B N N

N N B N B B

N B N N B N

j j j j j J
j J

 z
z z z

( ) z z z z ( )
z z (z c )x 



 


    
      

   

c   c x c Yx c x
= c x c x

c x c Yx c x
c c Y x c c Y x

Y y ,[ ]sj s I j Jy  

18
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Fundamentos del método del simplex

Expresión del sistema de restricciones con respecto 
a las variables no básicas (sistema explícito)

Expresión de la función objetivo con respecto a las 
variables no básicas (sistema explícito)

A partir del sistema explicito se 
extraen las conclusiones teóricas 
necesarias para encontrar los 
criterios del algoritmo del simplex

Los términos ( ) son los .
Determinan la aportación de las variables 
no básicas a la función objetivo

j jz c    costes reducidos
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Criterios del método del simplex

Criterio de óptimo

La condición necesaria y suficiente para que una solución básica factible asociada a una base B sea óptima es:

Criterio de entrada

Criterio de salida

Criterio de no acotación
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  ( ) 0j jj J z c   

 Se introduce la variable  tal que | | | |; ( ) 0k k k j j j jx z c Máximo z c z c    

Si  es la variable de entrada la de salida será la  que cumpla ; 0 |l s
k l sk

lk sk

x xx x Mínimo y s I
y y

 
   

 

| ( ) 0      0j j kk J z c con y    



Método del Simplex algebraico
Supondremos que se trata de un problema que se encuentra en su forma estándar. En caso contrario se introducen las variables 
necesarias para llevarlo a la forma estándar. 

1) El proceso comienza a partir de una base factible conocida de A. Sea:

2) Calculamos:

3)

20

  
        

                    

TMaximizar z
sujeto a






c x
Ax b
x 0

11 1 1 1 1

1

...
... ... ... ; ... ; ... ; ... ;

...

n

m mn n m n

a a x b c

a a x b c

       
                 
              

A x b c

1 ;

( )

j j

T
j B j

j j

j J

z

z c

 





y B a

c y

 
1     

    ;  1, 2,...,     
Bsubmatriz no singular de de dimensión m m (una base factible )

I conjunto de índices de J n I conjunto de índices de que no estan en 

   
   

B A x B b 0
B A B

1

1... ; ... ...
j

j j n

mj

a

a

 
       
  

a A a a a

  ( ) 0        t
j j B B BSi z c j J es una solución básica  con z      FINx óptima c x

 1  : ( ) 0   | ( ) 0j j j jSi j J z c entonces definimos J j J z c       

1  |   jSi j J solución    FINy 0 no acotada

1  |   jSi j J entonces calculamos k y l  y > 0

 1  :   :  | |; | |j j k kCálculo de k criterio de entrada Max z c j J z c   

  :   :  ; 0;s l
sk

sk lk

x xCálculo de l criterio de salida Min y s I
y y

 
   

 
Calculamos la nueva base sustituyendo la columna l por la columna k
Se repite el proceso con la nueva base 




B  
B
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 
2 1 1 0 0 18

 3 2 0 0 0       :   2 3 0 1 0 42
3 1 0 0 1 24

x x
y y

Maximizar h sujeto a h
s s
d d

   
                               
      

2 1 1 0 0
2 3 0 1 0
3 1 0 0 1

      (              )

 
   
  

x y h s d

A

forma 
estándar

Ejemplo
 

 :    
                  
                  
                  ,

Maximizar  z = 3x+2y
sujeto a 2x+ y 18

2x+3y 42
3x+ y 24
x 0 y 0





 

 3 2 0 0 0T c

 T x y h s dx

[18 42 24]T b
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dvar float+ x;
dvar float+ y;
dvar float+ h;
dvar float+ s;
dvar float+ d;
maximize 3*x+2*y;
subject to
{
2*x +   y + h     == 18;
2*x + 3*y +   s   == 42;
3*x +   y +     d == 24;

// solution (optimal) with objective 33
x = 3;
y = 12;
h = 0;
s = 0;
d = 3;

dvar float+ x;
dvar float+ y;
maximize 3*x+2*y;
subject to
{
2*x + y <= 18;
2*x + 3*y <= 42;
3*x + y <= 24;
}

// solution (optimal) with objective 33
x = 3;
y = 12;

OPL OPL

                  ,

Maximizar  z = 3x+2y
sujeto a :   2x+ y+h        = 18
                 2x+3y+  s     = 42
                 3x+ y+        d = 24

x 0 y 0 



Ejemplo: simplex algebraico

Una vez llevado el problema a la forma estándar es evidente que los tres vectores columna de A correspondientes a las variables de 
holgura constituyen una base factible que utilizaremos como punto de partida del método del simplex:

1)

2)

3)
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1 1
1 1 1

1
1

      
1 0 0 1 0 0 1 0 0 18 18
0 1 0 ; 0 1 0 ; 0 1 0 42 42
0 0 1 0 0 1 0 0 1 24 24

1 0 0 2 2
0 1 0 2 2 ;
0 0 1 3 3

x y

 (         )
h
s
d

 



           
                           
                      

     
            
          

h s d

B B B b

y B x y

   

   

1 1

1
1

1 2 3

1 0 0 1 1
0 1 0 3 3
0 0 1 1 1

2 1
0 0 0 2 0; 0 0 0 3 0

3 1

3; 2;

| |,| | 3, 2 3     

18 4, , ,
2

x B x y B y

x x y y

x x y y

x x x

z z

z c z c

Max z c z c entra en la base

h s dMin
y y y



     
            
          

   
             
      

     

    

 
 

 

B y

c y c y

x

 2 24, 9, 21,8 8    
2 3

deja la base     
 

d
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(0,0); z = 0
x

y
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1 1
2 2 2

1
2

 
1 0 2 1 0 0,6667 1 0 0,6667 18 2
0 1 2 ; 0 1 0,6667 ; 0 1 0,6667 42 26
0 0 3 0 0 0,3333 0 0 0,3333 24 8

1 0 0,6667
0 1 0,66y

     (         )
h
s
x

 



            
                             
                      


  

h s x

B B B b

y B y

 
2

1
2

1 0,333 1 0 0,6667 0 0,6667
67 3 2,333 ; 0 1 0,6667 0 0,6667 ;

0 0 0,3333 1 0,333 0 0 0,3333 1 0,3333

0,333
0 0 2 2,333 0,666;

0,333

d

y B y d Bz z



            
                           
                      

 
      
  

y B d

c y c  

   

 

2

0,6667
0 0 2 0,6667 0,6666;

0,3333

0,666 2 1,333; 0,6666;

| | 1,333 1,333     

2 26 8, , 6,  11,444,  24,024 6    
0,333 2,333 0,333

d

y y d d

y y

z c z c

Max z c entra en la base

Min deja la base

 
     
  

      

   

     
 

y

y

h
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Ejemplo: simplex algebraico

Repetimos el proceso con la nueva base B2:

1)

2)

3)

(0,0); z = 0 (8,0); z = 24
x

y
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1 1
3 3 3

1
3

  
1 0 2 3 0 2 3 0 2 18 6
3 1 2 ; 5 1 4 ; 7 1 4 42 12
1 0 3 2 0 1 1 0 1 24 6

3 0 2 1 3
5 1 4 0 7
1 0 1 0 1

h

      (        )
y
s
x

 



            
                             
                       

    
           
        

y s x

B B B b

y B s

   

   

3 3

1
3

3 0 2 0 2
; 5 1 4 0 4

1 0 1 1 1

3 2
2 0 3 7 3; 2 0 3 4 1

1 1

3; 1;

| | 1 1     

12 6, 3,
4 1

d

h B h d B d

h h d d

d d

z z

z c z c

Max z c entra en la base

Min Min



       
                

             

   
               
      

    

   

   
 

y B d

c y c y

d

  6 3    deja la base  s
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Ejemplo: simplex algebraico

Repetimos el proceso con la nueva base B3:

1)

2)

3)

(0,0); z = 0 (8,0); z = 24

(6,6); z = 30

x

y
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Ejemplo: simplex algebraico

Repetimos el proceso con la nueva base B4:

1)

2)

3)

1 1
4 4 4

1
4

 
1 0 2 0,5 0,5 0 0,5 0,5 0 18 12
3 0 2 ; 1,75 0,25 1 ; 1,75 0,25 1 42 3
1 1 3 0,75 0,25 0 0,75 0,25 0 24 3

0,5 0,5 0
1,7h

     (        )
y
d
x

 



            
                             
                       


  

y d x

B B B b

y B h

 
3 3

1
4

1 0,5 0,5 0,5 0 0 0,5
5 0,25 1 0 1,75 ; 1,75 0,25 1 1 0,25

0,75 0,25 0 0 0,75 0,75 0,25 0 0 0,25

0,5
2 0 3 1,75 1,25; 2

0,75

s

h B h d B dz z



            
                           
                        

 
         
  

y B s

c y c y  

 
3

0,5
0 3 0,25 0,25

0,25

   
12

2 0 3 3 33
3

B

No es posible mejorar
y

z d
x

 
   
  

   
         
      

c

(0,0); z = 0 (8,0); z = 24

(6,6); z = 30

(3,12); z = 33

x

y
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Simplex tabular

Esta versión del Simplex permite situar la información del problema inicial y las distintas iteraciones en forma tabular, que resulta más
cómodo si el problema se resuelve de forma manual. En el siguiente esquema especificamos la forma de construir la tabla inicial del
método que corresponde a la solución básica factible de partida

Ejemplo:

1

1

1 1 11 1 1

1

1 1

...
 ...

...
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

...

...

n

B n B

B B n B

Bm Bm m mn Bm

n n

c c
variables básicas x x

c x y y x

c x y y x
z c z c z 

c x

Coeficientes de las variables 
básicas en la función objetivo

Nombres de las variables básicas 

Nombres de todas las variables del problema

Valores de todos los coeficientes de la función objetivo

Valores de las variables básicas 

Valores de los costes reducidos: indicadores del simplex

Valor de la función objetivo

Vectores columna  y j asociados con las respectivas variables x j 

 
 
 

                  ,

Maximizar  z = 3x+2y
sujeto a :   2x+ y+h        = 18
                  2x+3y+  s     = 42
                  3x+ y+        d = 24

x 0 y 0 

2 1 1 0 0 18
2 3 0 1 0 42
3 1 0 0 1 24
3 2 0 0 0 0

x y h s d
h
s
d

 

( )3   2   0   0   0

0
0
0
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Simplex tabular: algoritmo

1) Si existe algún valor                               que existe posibilidad de mejora y vamos al paso 2). 

Si todo                                la actual solución es la óptima y el problema FACTIBLE:   FIN

2) Si para algún                            es su vector asociado                  el problema es NO ACOTADO, en caso contrario vamos al paso 3)

3) Selección de las variables de entrada y salida: se selecciona como variable de entrada aquella con valor más negativo de  

y la designaremos por         siendo k la columna pivote. Se selecciona como variable de salida aquella que haga mínima la razón 

La fila con mínima razón la designamos por  r y se denomina fila pivote. El elemento           se denomina 

pivote.

4) Cálculo de la nueva tabla:

a) Se construye una nueva tabla vacía en la que se sustituye la variable básica         de salida por la nueva variable básica        y

b)  La fila r de la nueva tabla se obtiene dividiendo la fila r de la precedente por el pivote y la columna k de la nueva tabla se forma con 

ceros excepto el lugar del pivote que se pone a 1.

c)  Los restantes elementos de la tabla los obtenemos restando de los antiguos el valor de a dado por la siguiente expresión:
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0j jz c  

0j jz c  

0j jz c  0j y

j jz c

kx

 para   0Bi ik ikx y y  rky

Brx kx por Br kc c

( ) ( )

ij ij

ij ij

j j j j

y y a

x x a

z c z c a

z z a

 

 

   

 







   con ( )

elemento en la fila pivote de la columna

elemento de la fila  de la columna pivote

rj ij

rk

rj

ik

e e
a i r

y
e j

e i


 




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Ejemplo: simplex tabular

2 1 1 0 0 18
2 3 0 1 0 42

1 0 0 1 24
0 0

3
3 2 0 0

x y h s d
h
s
d

 

4
0 1 3 0 2 6
0 0 7 1 12

11 0 0 1 63
0 0 1 0 1 30

x y h s d
y
s

x








0 0
7 10 0 1 34 4

0 1 8 1 0

x y h s d
y

d

x



12

3
33

20 1 0 23
7 20 0 1 263 3
1 11 0 0 83 3

0 1 0 0 1 4

1
3

2

x y h s d

h

s

x







(0,0); z = 0 (8,0); z = 24

(6,6); z = 30

(3,12); z = 33

(0,14); z = 28

x

y

18 42 249;   21;    8
2 2 3
  

2 26 86;    11,1;   241 7 1
3 33
  

12 63;   6
4 1
 



Método del Simplex : solución básica inicial

Las variables de holgura introducidas para convertir inecuaciones en ecuaciones nos han permitido en el ejemplo anterior disponer de una
solución básica inicial fácil de conseguir: la correspondiente a las variables de holgura cuya matriz básica resultaba ser la matriz unidad. Pero
si una o más de las restricciones de desigualdad fuese de sentido opuesto, la variable de holgura habría que introducirla restando, por lo que
la correspondiente solución básica no sería factible. Por ejemplo, si cambiamos el sentido de la desigualdad en la primera restricción del
ejemplo anterior tendremos:

B1 es una matriz básica pero no es factible ya que una de las variables de decisión (h) toma valor negativo (‐18) por lo que no se puede
utilizar para iniciar el método del simplex.

En estos casos podemos introducir  variables artificiales en las correspondientes ecuaciones para disponer de una base factible. Por ejemplo, 
introduciendo la variable artificial  a en la primera restricción del problema anterior tenemos:

Con la introducción de la variable artificial a hemos conseguido de nuevo una base factible B1 con la que iniciar el método del simplex, sin 
embargo en este caso el problema transformado no es equivalente. Es evidente que una solución factible del problema transformado en la 
que la variable a = 0, será  también una solución factible del problema original.
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                  , , , , ,

Maximizar  z = 3x+2y
sujeto a :   2x+ y h+ a  = 18
                  2x+3y+  s     = 42
                  3x+ y+        d = 24

x y h s d a 0





 
 :    

                  
                  
                  ,

Maximizar  z = 3x+2y
sujeto a 2x+ y 18

2x+3y 42
3x+ y 24
x 0 y 0





 

dvar float+ x;
dvar float+ y;
dvar float+ z;

maximize 3*x+2*y;

subject to
{
2*x+y >= 18;
2*x + 3*y <= 42;
3*x + y <= 24;

// solution (optimal) with objective 35.1
x = 4.2857;
y = 11.143;

        
    

  
                  , , , ,

Maximizar  z = 3x+2y
sujeto a :   2x+ y h   = 18
                 2x+3y+  s   = 42
                 3x+ y+        d = 24

x y h s d 0





1 1
1 1 1

        
1 0 0 1 0 0 1 0 0 18 18

0 1 0 ; 0 1 0 ; 0 1 0 42 42
0 0 1 0 0 1 0 0 1 24 24

   h    s    d
h
s
d

 

              
                            
                      

B B x B b

forma 
estándar

1 1
1 1 1

       
1 0 0 1 0 0 1 0 0 18 18
0 1 0 ; 0 1 0 ; 0 1 0 42 42
0 0 1 0 0 1 0 0 1 24 24

 a    s    d
a
s
d

 

           
                            
                      

B B x B b
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Variables de holgura

Variable artificial
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Método del Simplex : solución básica inicial con variables artificiales

Existen dos métodos para resolver un problema de programación lineal (problema original) que se ha convertido en uno artificial (problema 
aumentado) con la introducción de variables artificiales: el método de las dos fases y el método de las penalizaciones.

Método de las dos fases

Fase 1: Se determinar si el problema original es factible y en caso afirmativo se calcula una solución factible inicial. Para ello se resuelve el 
problema que resulta de sustituir la función objetivo original  por la la suma de las variables artificiales:

Si se dispone de una solución básica factible de este problema auxiliar con t = 0 entonces se dispone de una solución básica factible del
problema original.

Fase 2: Se aplica el método del simplex partiendo de la solución básica factible obtenida en la fase 1, ahora con la función objetivo original.

Método de las penalizaciones
Este método consiste en forzar las variables artificiales a que tomen un valor nulo en la solución óptima introduciendo estas variables en la
función objetivo con unos coeficientes M para un problema de minimización y –M para uno de maximización , siendo M un número positivo
arbitrariamente grande, es decir, un número siempre mayor que cualquier otro con el que se compare en la aplicación del método. Por esta
razón se le denomina como elmétodo de la gran M (big M method).

1) Si uno de los problemas no tiene óptimo finito el otro tampoco lo tiene.
2) Toda solución  factible del problema original también lo es del problema  aumentado (basta tomar               )
3) Toda solución factible del problema aumentado que no contenga variables artificiales estrictamente positivas es una solución factible del

problema original.
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 

 

:       =  ; , 0

...

a

a
a a

T

Maximizar  z =

sujeto a

M M

   

 
 

 
  

m x c x
x

A b x x
x

m

a x 0

 

:       =  ; , 0

a

a
a a

Minimizar  t =

sujeto a



 
 

 

1 x
x

A b x x
x

 

:       =  ; , 0

...

a
a a

T

Maximizar  z =

sujeto a

M M



 
 

 
  

c x
x

A b x x
x

m

Problema  aumentado
Problema  original
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Ejercicio 

Dado el siguiente problema de programación lineal:

a) Pasarlo a la forma estándar equivalente

b) Resolverlo enumerando las soluciones básicas factibles y calculando la función objetivo en cada una de ellas.

c) Resolverlo utilizando el método del simplex algebraico o tabular
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1 2

1 2

  
 
 

,

1 2

1 2

1 2

Maximizar  z = 4x + x
sujeto a :   - x +2x 4

2x +3x 12
4x - 4x 12
x x 0









5
J.J. RUZ, INTRODUCCIÓN A LA PROGRAMACIÓN MATEMÁTICA, MÁSTER UNIVERSITARIO EN INGENIERÍA DE SISTEMAS Y DE CONTROL 



5
J.J. RUZ, INTRODUCCIÓN A LA PROGRAMACIÓN MATEMÁTICA, MÁSTER UNIVERSITARIO EN INGENIERÍA DE SISTEMAS Y DE CONTROL 



5
J.J. RUZ, INTRODUCCIÓN A LA PROGRAMACIÓN MATEMÁTICA, MÁSTER UNIVERSITARIO EN INGENIERÍA DE SISTEMAS Y DE CONTROL 



Rafael del Vado Vírseda
rdelvado@sip.ucm.es

APÉNDICE DEL TEMA 4
EJEMPLOS RESUELTOS

1. MÉTODO DEL SIMPLEX TABULAR
2. MÉTODO DE LAS PENALIZACIONES
3. MÉTODO DE LAS DOS FASES
4. EJERCICIOS PROPUESTOS



1. Método del simplex tabular



Ejemplo 1



Ejemplo 1



Ejemplo 1



Ejemplo 1



Ejemplo 1



Ejemplo 1



2. Método de las dos fases



Ejemplo 1



Ejemplo 1



Ejemplo 1



Ejemplo 2



Ejemplo 2



Ejemplo 2



Ejemplo 3



Ejemplo 3



Ejemplo 3



3. Método de las penalizaciones



Ejemplo 1



Ejemplo 1



Ejemplo 2



Ejemplo 2



Ejemplo 2



Ejemplo 3



Ejemplo 3



Ejemplo 3



Ejemplo 3



Ejemplo 4



Ejemplo 4



Ejemplo 4



Ejemplo 4



4. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1

Dado el siguiente problema de programación lineal:

Minimizar z = x1 + x2 + x3 + x4

sujeto a : 2x1 – x2 + x3 = 4
x1 + 2x3 – x4 = 3
x1, x2, x3 ≥ 0
x4 cualquiera

Resolverlo utilizando el método de las dos fases.

Ejercicio 2

Dado el siguiente problema de programación lineal:

Minimizar z = 3x1 + 2x2 + 4x3

sujeto a : 3x1 + 2x2 – x3 ≤ 5
x1 + x3 = 3
x1, x2, x3 ≥ 0

Resolverlo utilizando el método de las penalizaciones.




