Tema 4: Programacion lineal con variables continuas: método del Simplex

Objetivos del tema:

U Resolver de forma grafica un problema de programacion lineal continuo

O Estudiar las formas equivalentes de representacién de los problemas de programacion lineal

O Aprender los conceptos basicos de algebra lineal necesarios para resolver programas lineales continuos

U Resolver un problema de programacion lineal continua por enumeracién exhaustiva de soluciones basicas.

O Resolver un problema de programacion lineal continua utilizando la version algebraica del método del simplex

O Resolver un problema de programacion lineal continua utilizando la version tabular del método del simplex
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Resolucidén de problemas de programacion lineal

En este tema abordamos la forma de resolver problemas de programacion lineal continua. El objetivo fundamental es entender Ia
naturaleza del problema y el perfil computacional a que dan lugar estos métodos. Desde un punto de vista practico los
procedimientos manuales de resolucién no tienen mucho interés porque hoy dia existen abundantes herramientas informaticas que
implementan de manera muy eficiente estos procedimientos y, como estudiamos en el tema anterior, permiten utilizarlos desde
potentes lenguajes de modelado.

Aunque el tema se centra fundamentalmente en el algoritmo del Simplex, propuesto por Dantzig en 1947, comenzaremos
introduciendo el método de resolucion grafico, que resulta muy intuitivo para entender la correspondencia entre la version
puramente algebraica de estos problemas y su representacion geométrica.

A continuacién estudiaremos una serie de transformaciones que nos van a permitir llevar los problemas de programacion lineal a
una forma estandar, que es el punto de partida del algoritmo del Simplex.

Después estudiaremos el concepto de solucion basica factible, que juega un papel fundamental en la resolucidn de los problemas de
programacion lineal, ya que una solucién éptima serd siempre una solucién basica factible y ademads porque el nimero de soluciones
basicas factibles de un problema lineal continuo es finito, lo que acota considerablemente el procedimiento de busqueda de la
solucién.

Antes de abordar de manera precisa el método del Simplex utilizaremos un ejemplo para introducir de manera mas intuitiva los
conceptos fundamentales que operan en este algoritmo.

A continuacion estudiaremos los fundamentos tedricos del método y los criterios de operacién que resumiremos en una versién
algebraica del algoritmo del Simplex. Después lo aplicaremos a un ejemplo.

Después veremos la versidn tabular de este algoritmo que simplifica su utilizacion manual y la aplicaremos al mismo ejemplo.

Finalmente introduciremos los métodos que se utilizan para obtener una solucion basica factible inicial para el método del Simplex
cuando hay que introducir variables artificiales en el problema original para llevarlo a su forma estandar.
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Resolucion grafica

La resolucion grafica de los problemas de programacion lineal no es muy practica porque sélo se puede aplicar cuando el nimero de variables
es de 2 o 3. Sin embargo es bastante util para interpretar visualmente los conceptos y procedimientos utilizados posteriormente. Para
resolver graficamente un problema de programacion lineal seguimos los siguientes pasos:

1) Dibujamos la region factible utilizando las ecuaciones de las rectas que resultan de convertir las restricciones en igualdades.
2) Determinamos los puntos extremos de la regidn factible: puntos de interseccidn entre las rectas y que pertenecen a la regién factible.

3) Evaluamos la funcidn objetivo en los puntos extremos y determinamos el de valor éptimo ) -
Este mismo problema lo utilizaremos

posteriormente para ilustrar los restantes
métodos de resoluciéon

Vamos a resolver graficamente el siguiente problema:

Maximizar z=3x+2y

A
sujetoa: 2x+Yy<I18 } dvar float+ x;
dvar float+ y; OPL
< 7
2x+3y<42 maximize 3*x+2*y;
3IX+y<24 subject to
{
Xx>20,y>0 2X+y=18 2*x + y <= 18;

2*x + 3*y <= 42;
3*X + y <= 24;
3X+y=24 }

(0,14); z=28 // solution (optimal) with objective 33

X=3;
,12);2=33 y=12;
La interseccion de la recta de iso-coste (en
verde) con la regién factible determina las
: : : : 3X+2y =33
soluciones factibles de igual coste. Moviendo

esta recta de forma paralela en el sentido
creciente de z, se puede determinar también la (6,6);z=30
solucién al problema: ultima interseccién de la
recta con los puntos extremos.

2x+3y =42

o

(0,0);z=0 (8,0);z=24

v
x
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El teorema fundamental de la programacion lineal asegura que,
si un problema de programacion lineal tiene solucion optima finita,
entonces necesariamente existe un punto extremo de la region factible
que se ha dibujado en el que se alcanza dicha solucién 6ptima. Por ello,
se obtendra el valor de la funcion objetivo z = z(x, y) en cada uno de los
puntos extremos de la region factible, y se determinara en cuél o cuales
de ellos se alcanza su valor optimo (mdximo o minimo), si es que este
existe y es finito. En los problemas de maximizacion, la solucion 6ptima
la daria el punto extremo de la region factible que tenga el mayor valor
de la funcidn objetivo, mientras que en los de minimizacion, la daria el
punto extremo que proporcione el menor valor de la funcion objetivo.
Por ejemplo, si la funcioén objetivo es z = z(x,y) = 3x + 2y, el valor

que toma en cada uno de los puntos extremos anteriores seria

A(1,0) = 2z(1,00=3-1+2-0=3
B(4,0) = z(4,00=3-4+2-0=12
C(0,2) = z(0,2)=3-0+4+2-2=4
D(0,3) = 2(0,3)=3-0+2-3=6
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minimizar maximizar

3x + 2y = 12

&
w

3x+2y=3

r4

r4

-2
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En general, pueden ocurrir los siguientes casos particulares,
caracterizando cada uno de ellos la discusion de los diferentes tipos de
soluciones que se pueden obtener al resolver un problema de
programacion lineal:

_ : h Region
.\ Regi6n - . factible -
\" factible-._ s

En el primer caso, el minimo se tiene en el punto A, mientras que el
maximo se tiene en cualquiera de los infinitos puntos del segmento BC.
En el segundo caso, la region factible no es acotada, por lo que no tiene
maximo, y su minimo se tendria en cualquiera de los infinitos puntos del

segmento AB.
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A)
Reglon
'\ factible /
0

RY

" axyby=z S

' Region
© Aactible

RY

En el tercer caso, el minimo se tiene en el punto A, sin embargo, no existe

maximo. En el cuarto y tltimo caso, la region factible no tiene ni minimo

ni Maximo.
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Formas equivalentes de un problema de programacion lineal

En el tema 1 vimos que la forma general de un problema de programacion lineal continuo era la siguiente:
Maximizar 6 Minimizar z=c,X, +C,X, +...4+C,X,
sujeta a:
a, X +a,X, +..+a,Xx,<0=20=Db
a, X +a,X% +...+a, X, <0>0=h,

a, X +a,X% +..+a,X <0=0=Db
X, 20,x,20,...,x, =20

Vamos a analizar una serie de transformaciones que convierten el problema en otro equivalente, entendiendo como equivalente otro
problema que tiene las mismas valores para las variables de decisidn y funcién objetivo.

Maximizacion y minimizacion
Es evidente que siempre se cumple la siguiente relacién:
Maximo ¢, X, +¢,X, +...+C X, =—Minimo—-c¢ X, —C,X, —...—C X

n-’n
Luego un problema de maximizacién siempre podemos convertirlo en uno de minimizacidn equivalente y viceversa. Por tanto no se
pierde generalidad si suponemos que siempre el problema es de maximizacion. Para trabajar con uno de minimizacién basta cambiar los
signos de los coeficientes de la funcidn de coste y resolver el problema de maximizacion resultante. El minimo buscado serd el opuesto
del maximo obtenido.

Variables no restringidas

Como en la mayoria de los problemas las variables de decisién X; representan cantidades fisicas, su no negatividad aparece de forma
natural. Sin embargo hay ocasiones en las que es necesario tratar con variables de decisién que puedan tomar valores positivos y
negativos, por ejemplo, en problemas de flujo para especificar el sentido del mismo. Estas variables se denominan no restringidas. Si X; es
una variable no restringida siempre podemos sustituirla por la diferencia de dos variables no negativas, resultando un problema
equivalente pero con mas variables:

X; =X;—Xx{ con x;=0,x{>0
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Cambio de igualdad a desigualdad

Una restriccion de igualdad de la forma:

a X, +a,X, +...+a, X =b

podemos sustituirla por dos restricciones de desigualdad de la forma:

a, X, +a,X, +...+a,X, <b,

n-n

ay X, + X, ...+, X, = b,

n“n

y la segunda podemos sustituirla por otra del mismo sentido que la primera cambiando de signo ambos miembros:

ay X, +a,X, +...+a, X, <b,

n°n

—a, X, —a,X, —...—a, X, <-b

in*n i

Cambio de desigualdad a igualdad: variables de holgura

Una restriccion de desigualdad de la forma:

ay X, +a,X, +...+a,X, <b,

n°mn

podemos sustituirla por otra restriccion de igualdad introduciendo una nueva variable no negativa denominada de holgura:

a X +a,X, +..+a, X +x.,=b con x>0

Andlogamente, una restriccion de desigualdad de la forma:

Ay X, + A, X, +...+ a8, X, = b,

n-mn

podemos sustituirla por otra restriccion de igualdad introduciendo una nueva variable de holgura:

ay X +a,X, +...+a,X, —X,,, =b con x,, >0

n+1
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Forma canodnica de un problema de programacion lineal
Teniendo en cuenta las transformaciones anteriores, un problema lineal siempre podemos transformarlo en uno equivalente de
maximizacidn con todas las restricciones de tipo < denominado forma candnica:
Maximizar z=c,X, +C,X, +...+C,X,
sujeta a:
a X +a,X, +..+a,X, <b

a, X +a,X +...+a,, X, <h,

2n"*n

A X +a,,X +...+a,,X, <b X =0,%,20,...,X

mn-'n

Forma estandar de un problema de programacion lineal
De la misma manera un problema de programacion lineal siempre podemos transformarlo en su equivalente en forma estandar en el que
sélo existen restricciones de igualdad:
Maximizar z=c,X +C,X, +...4+C,X,
Sujeta a:
a X +a,X, +...+a,X, =h

A, X +ayuX, +..+a,,X, =b,

2n"*n

a, X +a,,X +..+a,X =b X, 20,%,20,...,X, >0

En forma matricial la forma estandar de un problema de programacién lineal adoptaria la forma general:

Maximizar z =c"x a, .. a, X, b, C, a;
sujetoa  Ax=b A=| ... .. .. lix=|..lb=| .. lic=] .. aj = - ;A:[al...aj...an]

a..

x>0 a,, a, X, b, C, mj

Es evidente que aunque hayamos utilizado la misma notacién para la matriz A y los vectores b, ¢ y X en las dos formas candnica y
estandar, cuando un mismo problema se lleva a ambas formas se obtienen en general matricesy vectores diferentes.
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Ejemplo de paso a la forma estandar

Vamos a transformar el siguiente problema de programacion lineal en otro equivalente que estd en la forma normal.

Maximizar z=3x+2y

sujetoa: 2x+y<I18
2x+3y <42
3Ix+y<24
X=>0,y=>0

Para ello introducimos las tres variables de holgura h,s,d >0 que convierten las desigualdades en igualdades:

Maximizar z=3x+2y

sujetoa: 2x+y+h=18
2X+3y+s=42
3x+y+d =24
X,y,h,s,d >0

En forma matricial seria:

X X
y 2 110 0]y| [18

Maximizar [3 2 0 0 0]|h| sujetoa: 2 30 1 0(h|=]42
S 31 0 0 1fs 24
d d
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Conceptos basicos de programacion lineal
Dado el siguiente problema de programacion lineal continua en la forma estandar:
Maximizar z =c"x a, .. a, X, b, C, Q)
sujetoa  Ax=b A=| .. ... .. lix=|..[;b=]..lic=]..|; aj = - ;Az[al...aj...an]
x>0 a, a,, X, b, c, B
definimos los siguientes términos:
* Solucidn factible: valores de X que satisfacen todas las restricciones, incluidas las de no negatividad
* Solucidn factible éptima: la solucién factible que proporciona el dptimo para la funcidn objetivo
» Base o matriz basica: una matriz cuadrada B de dimensiény rango m extraida de las columnas de A
* Matriz no basica: matriz residual N formada por las columnas de A que no estan en B
* Variables basicas: las m variables X de X asociadas a las columnas de B
* Variables no basicas: las n-m restantes variables X, de X
* Solucion basica
Si expresamos la matriz A y el vector X descompuestos en variables bésicas y no basicas tenemos:
X X )
A=[BN]; x= XB AXx = b se puede escribir como: [B N| xB =b o bien:Bx, + Nx, =b
N N
si hacemos X, =0, AX =b se convierte en Bx, =b cuya solucion es X, = B™'b que es la solucién basica de AX = b asociada a B
Una solucion basica sera, pues, una solucién del problema lineal en la que n-m variables de decisidon toman valor cero.
* Solucidn basica factible: una solucion basica que ademas es factible, es decir X, >0
* Funcion de coste de una solucion basica factible Xg
Zg :[CB CN] 0 =CgXg
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Correspondencia: puntos extremos <----> soluciones basicas factibles

Las soluciones basicas factibles de un problema lineal estdandar se corresponden con los puntos extremos de la regién factible:

_ X
XB1 = B1 1b > 0 B,
X, =B,'b>0
X, =B 'b>0
< >
Xs =B, 'b>0
B, son p bases factibles
Para entender mas intuitivamente esta correspondencia consideremos el problema anterior: Xg,
Maximizar z=3x+2 y Puntos extremos Variables nulas Variables no nulas
. A , ,h,d
sujetoa: 2x+y+h=18 Sl °
B X, S y,h,d 3X+y=24
2X+3y+s=42 y
3 d=24 ¢ > b 2x+y=18
X+y+d= +y=
y D d,h X, Y8 x//' ’
Xx>0,y=0
E y. h X, 8,d B

‘// 2X+3y=42

* Cada punto de la region factible ABCDE viene identificado por una tupla de valores para x,y,h,s,d

* Los valores de las variables X e y dan las coordenadas del punto en el plano (x,y) d=0

* Los valores de las variables h,s,d dan la separacion del punto (X,y) a la recta definida por la
restriccion correspondiente. x=0

* Los puntos situados sobre las aristas del poligono que forma la region factible tienen una
componente nula.

* Los puntos extremos del poligono (vértices) que estan sobre dos restricciones (interseccion de y=0
/ 5 / a 4. - X
dos rectas) tendran dos variables nulas y por tanto seran soluciones basicas factibles. A @
E
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Ejemplo de correspondencia: puntos extremos <----> soluciones basicas factibles
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Max z=X, + X, + X, 1 00100
Max z=X, + X, + X,
s.a. A={0 1 0 0 1 0f
XISS Forma estandar sS4, O 01 0 0 1
<5 X, + S, =5 T
X = X+ s _ X =[X X X S S, S
X <5 2X+ ZS_ ¢'=[l 1 10 0 0]
X5 Xy, X5 20 ’ ’ b' =[5 5 5J;
n ! |
N °méaximo de soluciones bésicas:( jz n _0 =20 b0 0y >
m) mi(n-m! 313! base=(x X, X;) Xs=B'b={0 1 0|[5|=|5
solo 8 tienen inversa y son factibles : 0 0 115 5
Todas las sub-matrices B, de A de orden 3 son singulares salvo las 8 correspondientes a las siguientes variables basicas:
)‘(‘2 Puntos extremos Soluciones basicas factibles
05.5) 555 basicas  no basicas (X, X, X;)
/' % % %) (5 5 5) 6 59
(0.5,0) (5,50) X % 8) (8 s x) G 5 0
(X, S, X) (S5, X S) (5 0 °5)
(X S, S5) (5, X X)) (5 0 0
........ (5,0,5) (Sl X2 X3) (Xl SZ S3) (0 5 5)
/ 5 % ) (% S %) (050
0.0.0) (5.0.0) > X (s S, %) (X X s) (0 0 5)
(5 8 ) X X x) (00 0
10




Busqueda exhaustiva de soluciones basicas

necesariamente existe un punto extremo de la regidn factible en el que alcanza dicha solucién éptima.
un numero finito de puntos.

Vamos a utilizar este resultado para obtener el punto extremo éptimo del anterior problema de programacion lineal:

El teorema fundamental de la programacién lineal asegura que si un problema de programacion lineal tiene solucion éptima finita, entonces
Por tanto este resultado resuelve
tedricamente el problema de la programacién lineal, puesto que la solucién se puede encontrar examinando el valor de la funcién objetivo en

Maximizar z=3x+2y+0h+0s+0d X X
sujetoa: 2x+ y+h =18 y 2 1 10 0|y 18
2X+3y+ s =42 Maximizar [3 2 0 0 0]/ h| sujetoa: 2 301 0(h|=|42
3X+ y+ d=24 S 3100 1}s 24
X,y,h,s,d >0 1 d d
La matriz de este problema admite 10 sub-matrices cuadradas de 3X3 candidatas a puntos extremos de la regidn factible:
(xy h s d)
1100 o nt 5t _Sx&x3x2_
A= 30 10 m) m!(in-m)! 312!  3x2x2
1 0 0 1
Estas sub-matrices son las siguientes:
2 1 1(|2 1 0|2 1 0|2 1¢0(|2 10}(200|(2 10{(2 1210|2001 00
2 3 0[;)2 3 1(;/2 3 0;2 0 1(;;2 0 Of;)2 1 0;3 O 1;/3 0 0O[;3 1 0[50 1 O
3 10((3 1031123 00|(3 0 1||3 0 1{f2 0 02 0 1{f2 0 1j(0 0 1
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Enumeracion de las soluciones basicas factibles
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Vamos a calcular cada una de las soluciones bdsicas factibles y el valor correspondiente de la funcién objetivo: Xg = Bfle; Zg =CgXp
2 1 1] 0 -0.14 043 4.29 2 0 0] (05 0 0 x] [9
B=|2 3 0;B'=| 0 043 -029|; x,= =|11.14 B= (2 1 0;B'=[ -1 1 0[; Xy=|s|=|24
31 0] 10.33 -0.05 -0.19 -0.57 13 0 1 -1.5 0 1 d -3
no factible porque h es negativa no factible porque d es negativo
(2 1 0] -1 0 1 [6 ] 1 1 0] 0 0 1 [yl [ 24
B=12 3 1;B'=[3 0 -2|; Xg = 6 B= (3 0 1;B'=|1 0 -1}; Xg= | h|=| -6
13 1 0] -7 1 4 112 1 0 0] 01 -3 's| [-30
{factible: 2, =30, Xx=6, y=6 ] no factible porque h y s son negativos
2 10 075 -025 0 3 1 1 0] 0 0333 0 y 14
B=12 3 0;B'=|-05 05 0 X3= 12 B= (3 0 O[;B'=[1 -0333 0f; x,= |h|=|4
31 1 -1.75 025 1 13 1 0 1 10 —0.333 1 d| |10
[ factible: 7, =33, x=3, y=12 [factlble =28, x=0, y=14 |
210 0 0 0.33 8 1 0 0] 1 0 0 y 18
B=12 0 1[;B'=|1 0 -0.67; Xg = 2 B= (3 1 0;B'={-3 1 0f; Xg =[S [=|-12
13 0 0] 10 1 -0.67 26 | 1 0 1] -1 0 1 d] | 6
[factible: 2, =24, x=8, y=0 ] no factible porque S es negativo
210 0 05 0 21 1 00 1 00 h 18
B=1|2 0 O[;B'=|1 -1 0} Xg = -24 B= (0 1 0;B'=/0 1 0f; Xg = |S |=]42
13 0 1] 0 -15 1 | -39 0 0 I] 10 0 1 d| [24
no factible porque hy d son negativos [factlble. 2z, =0, x=0, y=0 ]
Sélo 5 son basicas factibles, y la que produce valor maximo a la funcién de coste es: z, =33, x=3, y=12
12
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Método del Simplex

Hemos visto que el teorema fundamental de la programacién lineal permite resolver estos problemas examinando el valor de la funcion
objetivo en un ndmero finito de puntos. Sin embargo, el nimero de puntos extremos de un problema puede ser muy elevado por lo que
se hace necesaria alguna estrategia que examine los puntos extremos de una manera eficiente, es decir, que recorra a ser posible en
primer lugar los mas prometedores como candidatos a éptimos, y que disponga de un criterio que determine que se ha alcanzado la
soluciéon dptima sin haber realizado un recorrido completo de todos puntos extremos.

El método del simplex relne estas caracteristicas ya que parte de un punto extremo inicial cualquiera(solucion basica factible) y mediante
unos criterios muy precisos opera de forma iterativa pasando de un punto extremo a otro adyacente (sélo se diferencia en una variable
gue en uno es basica y el otro no) que mejora (o por lo menos no empeora) la funcion objetivo de procedencia, alcanzado la solucién
Optima en un ndmero finito de pasos.

Solucién 6ptima

R . P .
=* Iteraciones del método simplex

Solucién basica factible inicial

Es evidente que cuanto mejor sea la solucidn basica de partida mas eficiente resultara el método, llegdndose antes a la solucion éptima.
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Introduccion al método del simplex

Vamos a introducir el método del simplex de una manera intuitiva utilizando el ejemplo anterior en forma estandar:
Maximizar z=3x+2y
sujetoa: 2x+y+h =18
2X+3y+ s =42
X+y+ d=24 X,y,h,s,d >0
Expresion matricial: ~ Maximizar z=c'x c' =[3 2 00 0]
sujeto a Ax=Db

x>0 X'=[x y h s d] A=

w NN
o = O

1 0
3 0
1 1

o O B

T
b' =[18 42 24]
Partiremos de una base inicial e iremos pasando en sucesivas iteraciones por bases de mejor coste hasta alcanzar el 6ptimo

0) Eleccion de una base inicial

El algoritmo del simplex parte de una solucion basica factible inicial correspondiente a un punto extremo de la region factible. En nuestro caso, y
aprovechando las variables de holgura introducidas, resulta facil obtener una solucidn basica haciendo x=0 e y=0 y resolviendo el sistema

y
A
1 0 0 2 1710 0,
|
resultanteenh,syd: que corresponde alabase: B,=/0 1 0 de A=|2 3: 0 1 OE
5=42 00 1 3 1:\0 0 1
d=24 | T b e
l Z:O} h=18-2x-y 00220 .
R . . . . $=42-2x-3y
Podemos reescribir el sistema de ecuaciones despejando las variables basicas:
d=24-3x-y
Z=0+3x+2y

Se observa que es posible mejorar z introduciendo X o y en la base y sacando h, so d. Introduciremos X que aporta mas que y a z (3 frente a 2).
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1) Primera iteracion

Introducir X en la base significa que aumentamos su valor de cero a un valor positivo. Es evidente que cuanto mayor sea este valor mayor
aportacion hard X a z. Sin embargo, el valor de X no debe salir de la regidn factible, lo que significa que debe respetar las restricciones, incluidas
las de no negatividad. Puesto que Yy va a seguir fuera de la base seguira valiendo y =0 y tendremos:

18 d es la variable que determina el maximo valor que

X< — puede aportar X a la funcidn objetivo, 8
h=18-2x h>0 0<h=18-2x
S=42-2x $>20 = 0<s=42-2x = X< Min{%,%,z—;}:Min{9,21,8}=8
d=24-3x d>0  10<d=24-3x] 224
_____________ X< —
3
Cuando X=8=>d =0=d dejalabase. Portanto hemos sacado a d de la base y hemos introducido a x. Los nuevos valores de las
variables seran: y
h=18-2x8=2 4
§=42-2%x8=26
d=24-3x8=0 h=2
7=3x+2y=3x8=24 S=26
d=0
7=24 (00;2=0 _ y(8,0);z=24
H. > X

Despejemos en el sistema las variables basicas:

h=18—2x—y h:18-2><%(24-y-d)-y h:g-%y+23d

S=42-2x-3y = s=42—2><%(24—y—d)—3y =N s=26—%y+23d

d=24-3x-y )
X= 72(24-y-d) —g.1/y.
z=0+3x+2y % X=8 3Y %d

z2=(24-y-d)+2y z=24+y-d

Se observa que es posible mejorar z introduciendo Yy en la base y sacandoahos.

15
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2) Segunda iteracién

Introducir y en la base significa que aumentamos su valor de cero a un valor positivo. Es evidente que cuanto mayor sea este valor mayor
aportacion hara y a z. Sin embargo, el valor de y no debe salir de la regidn factible, lo que significa que debe respetar las restricciones, incluidas
las de no negatividad. Puesto que d va a seguir fuera de la base seguira valiendo d =0 y tendremos:

h=2- y <h=2-1
}é h>0 0=h=2-73Y y<6
s=26-7/y 0<s=26-7 - :
3 20 = 0= 3 y<1l4 = y<Min{6,11,4,24} =6
x=8—13y x20 03x=8—}éy y <24

Cuando Yy = 6 =>h=0=h dejalabase. Por tanto hemos sacado a h de la base y hemos introducido a y. Los nyevos valores de las
variables seran: A

X=6
h=2-%><6=0 y=6
s:26-}§x6:12 h=0
a1 _ s=12
x=8 Axa 6 o0
2=3x+2y=3x6+2%6=230 ——

Despejemos en el sistema las variables basicas:

0.1/ 42
h=2-13y+24d y=6-3h+2d
— 6.7/ y4?2 — ]
s=26 Ay+ 4 Js=12+7h-4d
=6+h-d

x=8-1,y-1/d X

397 2=30-3h+d
z2=24+y-d

Se observa que es posible mejorar z introduciendo d en la base.
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3) Tercera iteracion

Introducir d en la base significa que aumentamos su valor de cero a un valor positivo. Es evidente que cuanto mayor sea este valor mayor
aportacién hara d a z. Sin embargo, el valor de d no debe salir de la regidn factible, lo que significa que debe respetar las restricciones, incluidas
las de no negatividad. Puesto que h va a seguir fuera de la base seguira valiendo h =0 y tendremos:

y=6+2d y>0 0<y=6+2d d<-3 )
s=12-4d s>0 = o0<s=12-4d = d<3 = d<Min{36}=3
X=6-d X>0 0<x=6-d d<6

Cuando d =3=5s=0—=7s dejalabase. Portanto hemos sacado a s de la base y hemos introducido a d. Los nuevos valores de las
variables seran:

X
y=6+2x3=12 y S l
$=12-12=0 h=0 @ (312233
X=6-3=3 s=0
Z=3x+2y=3x3+2x12=33 d=0 (6,6);2=30
z=33
Despejemos en el sistema las variables basicas:
(y=6-3h+2d y=
s=12+7h-4d d:3+%h-14s
X=6+h-d ¥ =
=30-3h+d
: 2=33-5h-1/s

Ya no es posible mejorar z puesto que los coeficientes de las variables no bdsicas son todos negativos. Luego hemos alcanzado el éptimo
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Fundamentos del método del simplex

Maximizar z=c'x Los términos (z; —¢;) son los costes reducidos.

Determinan la aportacion de las variables

suetoa  Ax=b no basicas a la funcion objetivo
x>0
a'11 a'lh Xl bl Cl alj
A=| .. . L iX=| L sb=] o= bay =] ;A:[al...aj...an]
am1 amn Xn bm Cn amj

Sea B = [ajl...ajz...ajm]una submatriz de A formada por m columnas de A y de rango m

Sean: | ={j,, j,...., | = conjunto de indices de las columnas de B
J= {1,2,..., n} — | =conjunto de indices de las columnas de A que no estdn en B
Xg o Xg .
A=[B N]; X = « AX = b se puede escribir: [B N] « =Db, obien:Bx;+Nx,=b (1)
N N

si hacemos X, =0, AX =b se convierte en Bx; =b cuya solucién es: X, = B™'b

X
Supongamos que B~'b >0 de manera que{oﬂes una solucién basica factible

Xg

Expresion del sistema de restricciones con respecto

} =CyX; +C,0=C, B 'p a las variables no bdsicas (‘iistema explicito)

Z; = [CB Cyn ]{0
Xg +B'Nx, =B™'b

llamando Y=B™'N tenemos[XB +YXy = B'b= X ] A partir del sistema explicito se
multiplicand re. ion anterior tenemos . X. +C.YX. =c. X extraen las conclusiones tedricas
y multiplicando por g 1a ecuacion anterior tenemos tg g T g2y =Cp g necesarias para encontrar los

restando Z = C; Xy +Cy X de la ecuacion anterior criterios del algoritmo del simplex

CyXy —CeYXy =2—-Cy Xg=2-7
(Cy —CoY )Xy =2-T=2=7+(Ccy —CzY )X,

y
Z1=7+ Z(Zj —C;)X;; [donde Y =[Y;];,; =[Vq)si jes Expresion de la funcién objetivo con respecto a las
) variables no basicas (sistema explicito)

jed
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Criterios del método del simplex
Criterio de 6ptimo

La condicidon necesaria y suficiente para que una solucidn bdsica factible asociada a una base B sea 6ptima es:
i . —C.)>
Vjed (z;-¢;)=0
Criterio de entrada
Se introduce la variable X, tal que | z, —c, |= Maximo{| z; -, [;(z; - ¢;) < 0}

Criterio de salida

Si X, es la variable de entrada la de salida sera la X, que cumpla A Minimo {ﬁ; Yo >0|sel }
ylk sk

Criterio de no acotacion

Fked|(z;-c;)<0 con y, <0

D Universidad ]
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Método del Simplex algebraico
Supondremos que se trata de un problema que se encuentra en su forma estandar. En caso contrario se introducen las variables

necesarias para llevarlo a la forma estandar.

- - T
Maximizar z =c'x a, .. a, X, b c, a,
sujetoa  Ax=b A=| o o ix=| b=l o= a =] . [A=[a..a;.4,]
x>0 a, .. a., X, b, C, a,

1) El proceso comienza a partir de una base factible conocida de A. Sea:

B = submatriz no singular de A de dimensién mxm (una base factible x, =B "'b>0)
| =conjunto de indices de B; J = {1, 2,...,n}—| = conjunto de indices de A que noestanen B

2) Calculamos:

Y; =B’1aj;jeJ
2, =CgY,

(Zj_cj)
3)

Si (z;-¢;)=0 VjeJ = X, es una solucion basica 6ptima con z =c, X, FIN
Si JjeJd:(z;-c;)<0 entonces definimos J, :{j eJ|(z —cj)<0}
Si 3jeJ,1y; 0= solucion noacotada FIN
Si JjeJ;|y; >0 entonces calculamosk y |
Calculo de k : criterio de entrada: Max{y Z;-C;l;je Jl} =z, —C, |
. o . | X X,
Calculo de | : criterio de salida: Min{—;y, >0;s€l }=—
sk ylk

Calculamos la nueva base B’ sustituyendo la columnal por la columna k
Se repite el proceso con la hueva base B’

Universidad
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Ejemplo
Maximizar z=3x+2y Maximizar z=3x+2y
sujetoa: 2x+y<18 forma sujetoa: 2x+y+h =18
2x+3y < 42 estandar oX+3y+s =42 —
[ 3x+y<24 3X+y+ d=24
x>0,y>0 x>0,y>0
] h
y 21 1 0 O}y 18
Maximizar [3 2 0 0 O]/ h| sujetoa: {2 3 0 1 0| h|=|42
S 31 0 0 1}s 24
dvar float+ Xx; (X y h s d) dvar float+ Xx;
dvar floatt y; opL 21100 dvar float+ y; oPL
maximize 3*x+2*y; dvar float+ h;
subject to A=|2 3 0 1 O dvar float+ s;
{ dvar float+ d;
2*x + y <= 18; 31001 maximize 3*Xx+2*y;
2*X + 3*y <= 42; subject to
3*X + y <= 24; {
} ¢’ :[3 200 O] 2*x + y +h == 18;
2*x + 3*y + s == 42;
X' =[x y h s d] X+ y + d == 24;
// solution (optimal) with objective 33 b' =[18 42 24] // solution (optimal) with objective 33
X=13; X=3;
h=0;
s=0;
d=3;
v Universidad
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Ejemplo: simplex algebraico
Una vez llevado el problema a la forma estandar es evidente que los tres vectores columna de A correspondientes a las variables de
holgura constituyen una base factible que utilizaremos como punto de partida del método del simplex:
1)
(h s d)
1 00 1 0 0][h 1 0 O0f18 18
Bl=010;Bl_1=0 O;S=Bl_lb=01042=42
0 0 1 _0 0 d 0 0 11(24 24
2) o
1 0 0}2 2 1 0 Of1 1
y,=B'x={0 1 0 =|2];y,=By={0 1 0|3|=|3
0 0 1__3_ 3 0 0 1|1 1
2] 1
zZ,=C4 Y, =[0 0 0]|2|=0;z,=c,-y,=[0 0 0]/3|=0 J
_3_ 1
z,—C,=-3;z,—C, =-2;
3)
Max{| z, -, ||z, —¢c, |} ={3,2} =3 = x entra en la base
Min{i,i,i}:{I—,Q,g}:{%zl,i&} =8=d deja la base
yxl yx2 yx3 2 2 3
(0,0);z=0
E >
Yy, Universidad
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Ejemplo: simplex algebraico
Repetimos el proceso con la nueva base B,:
1) (h s x)
I 0 2 1 0 —0,6667||h I 0 —-0,6667| 18 2
B,=|{0 1 2 ;BZ_1= 0 1 -0,6667 ;s =BZ"1-b= 0 1 -0,6667|42|=|26
0 0 3 0 0 0,3333 X 0 0 10,3333 || 24 8
2)
1 0 -0,6667]|1 0,333 1 0 -0,6667| 0 —-0,6667
yy:Bz’ly: 0 1 -0,6667|3|=]|2,333 ;deBz’ldz 0 1 -0,6667|0|=|-0,6667 |;
0 0 10,3333 ||1 0,333 0 0 10,3333 || 1 0,3333
0,333 -0,6667 v
Zy=CBz~yy=[0 0 2] 2,333 =O,666;Zd=CBz~yd=[0 0 2] —0,6667 |=0,6666; 4
0,333 0,3333
zZ,—C, = 0,666—-2=-1,333;z, —c, =0,6666;
3)
Max{| z, —c, |} ={1,333} =1,333= y entra en la base
Min=| 2 20 8 ={6, 11,444, 24,024} = 6= h deja la base
0,333 2,333 0,333 0,0) 0 (8,0) ”
), 2= A z=
o— > X
Yy, Universidad 23
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Ejemplo: simplex algebraico
Repetimos el proceso con la nueva base Bj:
1)
(y s Xx)
1 0 2 30 21|y 3 0 2|18 6
B,=3 1 2;B3‘1= 5 1 —4;S=B3‘1-b= =7 1 4 42|=|12
1 0 3 2 0 —-1||x -1 0 1|24 6
2)
-3 0 2|1 3 -3 0 2|0 2
y,=B,'s=| 5 1 —4|0|=|-7|;y,=B,'d=|5 1 —4|0|=| 4
0 -110 -1 1 0 —1|1 1
3 -2 Ay
z,=Cs ¥y =[2 0 3]|-7|=31z,=C5-y,=[2 0 3] 4 |=-1
-1 1
Z,—C,=3z,—Cy =1
3)
Max{| z, —¢c, |} ={1} =1=>d entra en la base (6,6); z = 30
Min= 126 =Min{3, 6{ =3 = s deja la base
a1 B3, 6)=3=>s de .(0,0);z=0 (8,0);z=)2(4
Yy, Universidad 24
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Ejemplo: simplex algebraico
Repetimos el proceso con la nueva base B,:
1)
(y d x)
1 0 2 -0,5 05 O0f|y -0,5 05 0]18 12
B,=[3 0 2;B,"=|-175 0,25 1};|d|=B,"-b=|-1,75 0,25 1|[42|=|3
1 1 3 0,75 0,25 0| |x 0,75 0,25 0|24 3
2)
-0,5 05 01 -0,5 -0,5 05 0|0 0,5
yh=B4‘1h= -1,75 0,25 1}0|=|-175 ;yS=B4‘1S= -1,75 0,25 1| 1]|=| 0,25
0,75 0,25 0|0 0,75 0,75 0,25 0]/0 —0,25
Yy
A
-0,5 0,5
Zh:CBj-yh:[2 0 3] -1,75 :1,25§Zd:C53'yd:[2 0 3] 0,25 [=0,25
0,75 0,25 (3,12); =33
3) @
No es posible mejorar
y 12
Z=Cg d :[2 0 3] 3 |=33
(6,6); z=30
X 3
(0,0);z=0 (8,0);z=24
o— > X
Yy, Universidad
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Simplex tabular

Esta version del Simplex permite situar la informacion del problema inicial y las distintas iteraciones en forma tabular, que resulta mas

comodo si el problema se resuelve de forma manual. En el siguiente esquema especificamos la forma de construir la tabla inicial del
método que corresponde a la soluciéon basica factible de partida

Coeficientes de las variables |

L L - Valores de todos los coeficientes de la funcién objetivo
basicas en la funcidn objetivo
Nombres de todas las variables del problema
Cn

c ..
cy |variables basicas | x .. x&| x,
CB] XBI yll o yln XB]

// | Vectores columna Y ; asociados con las respectivas variables X ;

'\\l Valores de las variables basicas |
Cam Xan Yo Ym | Xem
4 _C‘k L ‘\| Valor de la funcién objetivo |
\ | Valores de los costes reducidos: indicadores del simplex |
| Nombres de las variables basicas |
Ejemplo:
(320 0 0)
Maximizar z=3x+2y x y h s d
sujetoa: 2x+y+h =18 Ol h|2 1 1 0 0]18
2x+3y+s =42 O s|2 3 01 0(4
3x+y+ d =24 0l d|3 1 0 0 1|24
Xx>0,y>0 3 200 0]0
Universidad 26
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Simplex tabular: algoritmo

1) Si existe algun valor Z;— Cj < 0= que existe posibilidad de mejora y vamos al paso 2).
Si todo Z; —C; > (0= laactual solucidn es la 6ptima y el problema FACTIBLE: FIN

2) Siparaalguin Z; _Cj < () essuvector asociado Yi <0 el problema es NO ACOTADO, en caso contrario vamos al paso 3)

3) Seleccion de las variables de entrada y salida: se selecciona como variable de entrada aquella con valor mas negativo de Z; — Cj
y la designaremos por X, siendo K la columna pivote. Se selecciona como variable de salida aquella que haga minima la razén
XBi/yik para Y, >0 Lafilacon minima razén la desighamos por Iy se denomina fila pivote. El elemento Y,, se denomina
pivote.

4) Calculo de la nueva tabla:

a) Se construye una nueva tabla vacia en la que se sustituye la variable basica X;, de salida por la nueva variable basica X, y Cg, por C,
b) La filar de la nueva tabla se obtiene dividiendo la fila I de la precedente por el pivote y la columna K de la nueva tabla se forma con
ceros excepto el lugar del pivote que se pone a 1.

c) Los restantes elementos de la tabla los obtenemos restando de los antiguos el valor de a dado por la siguiente expresion:

i/” i a=——-=>L con(i#r)

X =X;—a Yii

(z;,-¢)=(z;-c))-a e,; = elemento en la fila pivote de la columna j
7=7-a e, =eclemento de la fila i de la columna pivote

27
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Ejemplo: simplex tabular

1 ) y h s d
h[{2] 1 1 0 o8
s|[{2] 3 01 04 Y
Cdl[3] 1 00 1]24 |
3200 00 (0,14); 2 =28
S M . (3,12); 2= 33
B g 2_p;| Xy
2 2 3
N/
V (6,6);z=30 @
X|'y|h s d
hijo| i1 0 24| 2 .(o,o);z=o (8,0); 2= 24
X
s|o % 0 1 —% 26
x |1 % 00 4|8
ol-1Jo o 1 [24
2 26 8

Xy s (d])
ylo 1 0|26
[s|lo o 7 1]4][12
xlO—%Ol6

00 1 o0l=1J30

2_,l6
4 1
\ 4

X y h s d

7o 1O

7
djoo -7 Y 1|3
X 3 )
01 8 1 0|33
Vi

Universidad
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Método del Simplex : solucién basica inicial

Las variables de holgura introducidas para convertir inecuaciones en ecuaciones nos han permitido en el ejemplo anterior disponer de una
solucién bdsica inicial facil de conseguir: la correspondiente a las variables de holgura cuya matriz basica resultaba ser la matriz unidad. Pero
si una o mas de las restricciones de desigualdad fuese de sentido opuesto, la variable de holgura habria que introducirla restando, por lo que
la correspondiente solucidén basica no seria factible. Por ejemplo, si cambiamos el sentido de la desigualdad en la primera restriccién del

ejemplo anterior tendremos: dvar Floats x-
Maximizar z=3x+2y Maximizar z=3x+2y dvar float+ y;

) dvar float+ z;
; . sujetoa: 2x+ =18 ’
sujetoa: 2x+ 8 J maximize 3*x+2*y;

forma _
2x+3y<42  estandar 2x+3y+ s =42 subject to
> X+y+ =24 {
3x+y<24 3 :]/ ] (()j 2*x+y >= 18;
X,y,nh,s,d = 2*X + 3*y <= 42;
> > s JollrY
x>0,y>0 3*x + y <= 24;
h s d
-1 0 O -1 0 0 h -1 0 0] 18 // solution (optimal) with objective 35.1
B=|0 1 0[;B"'=|0 1 0;Xx=|s|=B"-b=|0 1 0}42|=| 42 NE LR,
y =11.143;
0 0 1 0 0 1 d 0 0 11|24 24

B, es una matriz basica pero no es factible ya que una de las variables de decisién (h) toma valor negativo (-18) por lo que no se puede
utilizar para iniciar el método del simplex.

En estos casos podemos introducir variables artificiales en las correspondientes ecuaciones para disponer de una base factible. Por ejemplo,
introduciendo la variable artificial & en la primera restriccidon del problema anterior tenemos:

Maximizar z:3x+2)\/ . o~ Ml

sujetoa: 2x+yT’\'h+\\ ;\_a_::18 1 0 0 1 00 a 1 0 o][18] [18
2x+3y+ s\ =42 B=/0 1 0;B"'=[0 1 0[;X=|s|=B"-b=|0 1 0|42|=|42
x+y+ O 4\ =24 00 1 00 1 d 00 1 24| |24
X, y,h,s,d, aso Variables de holgura

Con la introduccién de la variable artificial 2 hemos conseguido de nuevo una base factible B; con la que iniciar el método del simplex, sin
embargo en este caso el problema transformado no es equivalente. Es evidente que una solucién factible del problema transformado en la
que la variable a =0, serd también una solucion factible del problema original.
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Método del Simplex : solucién basica inicial con variables artificiales

Existen dos métodos para resolver un problema de programacion lineal (problema original) que se ha convertido en uno artificial (problema
aumentado) con la introduccion de variables artificiales: el método de las dos fases y el método de las penalizaciones.

Método de las dos fases
Fase 1: Se determinar si el problema original es factible y en caso afirmativo se calcula una solucién factible inicial. Para ello se resuelve el
problema que resulta de sustituir la funcidén objetivo original por la la suma de las variables artificiales:

Minimizar t=1-x,

X
sujeto a: A{ a} =b ; x,, x>0
X

Si se dispone de una solucién basica factible de este problema auxiliar con t = 0 entonces se dispone de una solucién basica factible del
problema original.

Fase 2: Se aplica el método del simplex partiendo de la solucién basica factible obtenida en la fase 1, ahora con la funcién objetivo original.

Método de las penalizaciones

Este método consiste en forzar las variables artificiales a que tomen un valor nulo en la solucién éptima introduciendo estas variables en la
funcion objetivo con unos coeficientes M para un problema de minimizacién y —M para uno de maximizacién , siendo M un nimero positivo
arbitrariamente grande, es decir, un nimero siempre mayor que cualquier otro con el que se compare en la aplicacidon del método. Por esta
razén se le denomina como el método de la gran M (big M method).

Maximizar z=c- X Maximizar z=-m- X, +C-X / Problema aumentado

Problema original

. X,
sujeto a: A{Xa} =b;x ,x>0 ——» Sujetoa: A{ }=b;xa,x20
X : X
m =[-M .. -M] m =[-M .. -M]

1) Siuno de los problemas no tiene 6ptimo finito el otro tampoco lo tiene.
2) Toda solucién factible del problema original también lo es del problema aumentado (basta tomar X, =0 )

3) Toda solucidn factible del problema aumentado que no contenga variables artificiales estrictamente positivas es una solucion factible del
problema original.

30

Madrid J.J. RUZ, INTRODUCCION A LA PROGRAMACION MATEMATICA, MASTER UNIVERSITARIO EN INGENIERIA DE SISTEMAS Y DE CONTROL



Ejemplo: simplex tabular En una refineria de petréleo se producen habitualmente diferentes tipos de
productos derivados, como gasolina, gas butano y polietileno, este ultimo
utilizado en la fabricacion de plasticos. Para llevar a cabo el proceso de
refinamiento, se utilizan diferentes tipos de petroleo, como Arabian Light,
producido en Arabia Saudi, y Brent, el petroleo de referencia en el
mercado europeo. La cantidad en metros cubicos (m3) que deben
consumirse de cada tipo de petroleo para poder producir un barril de cada
uno de los tipos de productos derivados, asi como las cantidades
disponibles de cada tipo de petroleo y el precio en ddlares por metro cibico

al que se debe vender cada tipo de derivado, se recoge en la siguiente tabla:

Tipo Gasolina | Gas Butano | Polietileno | Disponibilidad
petroéleo
Arabian 3 3 3 3
Light 1m 2m 2 m 30 m
Brent 2 md 1 m? 2 md 45 m?
Precio 7 déblares 4 délares 3 ddlares

venta por m? por m? por m3

Queremos determinar la cantidad a producir de cada tipo de derivado del

petroleo (gasolina, gas butano y polietileno) de manera que el beneficio

total que obtenga la refineria de petroleo sea el mdximo posible.
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Maximizar z =T7x; + 4x, + 3x3

Sujeto a las restricciones

X1+ 2x; + 2x3 < 30
2x, + x5 + 2x3 < 45
X1, X0,X3 20

En forma matricial, para el caso concreton =3 ym = 2:

Maximizar o Minimizar z = cTx

Sujeto a las restricciones

Ax <b
x=0

donde se tienen las siguientes matrices:

1 2 s 30 7
A=(; 1 2)*= i =(15) © .
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Calculamos cada una de las soluciones basicas factibles y el valor
correspondiente de la funcién objetivo:

Xg = B_le, Zg = ngB.

Por ejemplo, para B; = (1 2):

2 1
-1 3
-1 e

= () =Bb=(; 1) (Gs)=| 2 J1)Gs)=(5)
3 3

zg, =20X7+5x%x4=160

Para B, = G g)

(=526 " GD- (0 2)6-()

15
Zg, = 15><7+3><7= 127,5
y asi sucesivamente se calcularian xp , Xp,, ...,Xp,, Yy sus valores

correspondientes Z3, Zy, ..., Z19. De todas las soluciones factibles, la que
da lugar al valor maximo de la funcion de coste es: x; = 20,x, =5,z =
160.
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Maximizar

1x1 + 2x2 + 2x3 + 1y1 + Oyz = 30
2x1 + 1X2 + 2x3 + Oyl T 1y2 = 4‘5
X1, X2, X3, Y1, Y2 2 0

z =7x1 +4x, + 3x3 + 0y, + 0y,
Sujeto a las restricciones

En el ejemplo, el algoritmo del simplex parte de una solucion basica

factible inicial correspondiente a un punto extremo de la regién factible.

En nuestro caso, aprovechando las variables de holgura y, e y,

introductidas, la eleccion mas sencilla corresponde a la base

B=(p 1)
"""""""""""" 7 4 3 0 o |
€y XBy X1 X2 X3 Y1 Y2 |
0 V4 1 2 2 1 0 30
0 ¥y, 2 1 2 0 1 45
Z; =ty =7, —4 -3 0 0 0
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La fase de iteracion consiste en desplazarse por los distintos puntos
extremos de la region factible, sin tener que representarlos graficamente,

hasta encontrar aquel en el que la funcién objetivo tome su valor maximo.
Para ello se sigue el algoritmo, conocido como algoritmo del Simplex:

1) Si existe algin valor z; — ¢; < 0 entonces existe posibilidad de
mejora y vamos al paso 2). Sitodo z; — ¢; = 0 entonces la actual

solucion es la 6ptima y problema es factible.

2) Si para alglin z; — ¢; < 0 es su vector asociado y; < 0 entonces

el problema es no acotado, en caso contrario, vamos al paso 3).

3) Seleccion de las variables de entrada y salida: se selecciona como
variable de entrada aquella con valor mas negativo de z; — ¢; y
la designaremos por x;, siendo k la columna pivote. Se selecciona

XBi

Yik

para y;;, > 0. La fila con minima razon la designamos por r y se

como variable de salida aquella que haga minima la razén

denomina fila pivote. El elemento y,,, se denomina pivote.
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4) Calculo de la nueva tabla:

a) Se construye una nueva tabla vacia en la que se sustituye la

variable basica xp, de salida por la nueva variable basica x;,

Y Cpy POT Cp,.

b) La fila r de la nueva tabla se obtiene dividiendo la fila r de la
precedente por el pivote y la columna k de la nueva tabla se
forma con ceros excepto el lugar del pivote que se pone a 1.

c) Los elementos restantes de la tabla los obtenemos restando de

los antiguos el valor de a dado por la siguiente expresion:

zZ=z—a
donde
i X e .
a=———parai #r
Yrk

e,j = elemento en la fila pivote de la columna j.

e;r = elemento de la fila i de la columna pivote.
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En el ejemplo, como en la primera tabla existen valores z; — ¢; < 0y su

vector asociado en la tabla es positivo, hay que aplicar la fase de
iteracion del algoritmo del Simplex: la variable x; entra a formar parte
de la base, mientras que es la variable y, quien deja de formar parte de
la solucion. El valor del elemento pivote seria 2. Con estos elementos

construimos la nueva tabla del Simplex asociada ahora a la base

1 1
« b (2 0)
""""""""""""" 7 4 3 0 o |
Cp, Xp, X1 X2 X3 Y1 v |
0 ¥4 0 1,5 1 1 0,5 | 75
7 xq 1 0,5 1 0 05 | 225
= 0 —-0,5 4 0 35 157,5

Como todavia existen valores z; — ¢; < 0 y su vector asociado en la tabla

es positivo, hay que seguir iterando el algoritmo del Simplex.
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En este caso, es la variable y; la que deja de formar parte de la base,
entrando en su lugar la variable x,. Ahora, el valor 1,5 es el nuevo pivote.
La nueva tabla del Simplex corresponderia ahora a la base

w-(

para la cual sabemos que se obtiene la solucion optima:

...........................

7 4 3 0 o |
Cg, XB; X1 X2 X3 Y1 Y2
4 ' 0 1 2/3 2/3 -1/3 5
7 Xy 1 0 2/3 -1/3 2/3 20
zZ;,— ¢ 0 0 13/3 1/3 10/3 160

Como en esta tabla ya todos los z; — ¢; = 0 llegamos a la Gltima fase del
método del Simplex, la fase de detencién. La solucion optima que se ha

obtenido mediante la aplicacion del método del Simplex seria x; = 20,
x, =5, x3 = 0, con valor z = 160 de la funcién objetivo.
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// Variables de decision

dvar float+ x1;

dvar float+ x2;

dvar float+ x3;

/| Funcion objetivo

maximize 7*x1 + 4*x2 + 3*x3;

// Restricciones

subject to

{
x1 +2*x2 + 2*x3 <= 30;
2*¥x1 +x2 + 2*x3 <=45;

/I Solucion (optima) con objetivo 160
x1 =20;

x2=5;

x3 =0;
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Ejercicio
Dado el siguiente problema de programacioén lineal:
Maximizar z=4x, +X,
sujetoa: -x +2x,<4
2X, +3x, <12
4x, -4x, <12
X, X, 20

a) Pasarlo a la forma estandar equivalente

b) Resolverlo enumerando las soluciones basicas factibles y calculando la funcién objetivo en cada una de ellas.

c) Resolverlo utilizando el método del simplex algebraico o tabular
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GEORGE BERNARD DANTIZIG

Cierto dia del afio 1939, el matematico estadounidense George Bernard
Dantzig (1914-2005), padre del método del Simplex, llegé6 demasiado
tarde a sus clases de doctorado en la Universidad de Berkeley. Cuando
entré en el aula se la encontrd ya vacia, pero en la pizarra todavia
permanecian escritos dos problemas matematicos. George penso que
debian ser los problemas que su profesor les habia dejado como tarea
para hacerlos en su casa y entregarlos al inicio de la siguiente clase. Sin
dudarlo, Dantzig copi6 sus enunciados en su cuaderno y sali6 del aula.
Aungque los problemas le resultaron mas complicados de resolver que los
que habitualmente su profesor les mandaba, consiguié entregar su
solucion al inicio de la siguiente clase, a la que si consiguié llegar
puntualmente. El profesor, manifestando su extrafieza y sorpresa, le dijo
al joven George que los problemas los habia puesto solo como curiosidad
y para que tuvieran conocimiento de ellos, ya que aun permanecian por
resolver en la comunidad matemadtica. Varias semanas mads tarde, la
solucion de ambos problemas matematicos fue publicada, lo que hizo que
Dantzig lograra entrar con fuerza en el mundo de las matematicas.
Gracias a su impuntualidad, consiguié resolver dos complicados

problemas que habian mantenido en jaque a los mas grandes matematicos
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de su tiempo. Sin duda la historia del joven Dantzig llamé la atencion de
los guionistas de Hollywood, quienes no dudaron en adaptar en 1997 la
anécdota e incluirla en la pelicula El indomable Will Hunting, logrando
ganar el premio Oscar al mejor guion original.

Tras completar sus estudios de doctorado, desarrollé una tesis doctoral
sobre los grandes problemas de las matematicas que aun permanecian sin
resolver. Sin embargo, el estallido de la Segunda Guerra Mundial le
impidi6 defenderla, algo que solo
consiguio hacer en 1946 cuando termino la
guerra y pudo volver a Berkeley. Tras su
paso por la Universidad, pasé a ocupar un
puesto en el Pentdgono como asesor
matematico, lo que le permitié conocer de
cerca problemas reales de optimizacion
matematica que afectaban a las Fuerzas
Aéreas. Gracias a ello, consiguid
desarrollar el algoritmo del Simplex para

resolver de forma eficiente problemas de
programacion lineal durante el verano de
1947, usandose en secreto hasta su publicacioén en ese mismo afio. En 1952
pasdé a ocupar un importante puesto en la RAND Corporation como
investigador matematico.
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EL ALGORITMO DE KARMARKAR

Actualmente, para resolver problemas de
programacion lineal del mundo real en los que
el nimero de variables de decision y de
restricciones puede llegar a ser de miles, se
utiliza habitualmente alguna version mejorada
- del método del Simplex. Sin embargo, hoy en
dia existen métodos mas potentes para la
resoluciéon de problemas de programacion

lineal, como el descubierto por el mateméatico
indio Narendra Karmarkar (1955), quien en 1984 disefid en los
laboratorios AT&T" Bell un método aun mas rapido que el método del
Simplex para resolver cierto tipo de problemas en los que intervienen
mas de 20.000 variables de decision, y que habitualmente se plantean en
el disefio de redes de conexién telefonica entre ciudades. Por ejemplo,
uno de estos problemas, el cual incluia el manejo de hasta 800.000
variables de decision, pudo resolverse en tan solo diez horas mediante un
programa informatico que codificaba el método disefiado por Karmarkar.
Si se hubiera utilizado el método del Simplex para su resolucion se
estima que hubieran sido necesarias varias semanas hasta obtener el
mismo resultado. A pesar de ello, el método del Simplex se sigue hoy en
dia explicando en practicamente todas las clases de matematicas de
cualquier universidad, pues se prefiere su uso cuando se ha de aplicar a

problemas con un niimero no excesivo de variables de decision y de

restricciones, obteniéndose casi siempre muy buenos resultados.
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1. Método del simplex tabular
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2. Método de las dos fases
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3. Método de las penalizaciones
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4. Ejercicios propuestos

Ejercicio 1
Dado el siguiente problema de programacion lineal:
Minimizar z=X;+X,+X3+X,
sujetoa: 2X;—X,+X3=4
Xp+2X3—X%4,=3
X1, X5, X3 2= 0

X, cualquiera

Resolverlo utilizando el método de las dos fases.

Ejercicio 2
Dado el siguiente problema de programacion lineal:
Minimizar z =3xq + 2X, + 4X3
sujetoa: 3x;+2X,—%x3 <5
X;+X3=3

X1, X5, X3 2= 0

Resolverlo utilizando el método de las penalizaciones.





