Tema 9: Aproximacion lineal de problemas no lineales

Nota importante:

El tema 9 forma parte del programa oficial y su contenido puede ser de mucha utilidad para modelar comportamientos no lineales que
aparecen con frecuencia en el mundo industrial. Por ello es muy recomendable que los alumnos estudien su contenido y se inicien en el uso
de técnicas de programacion entera y restricciones especiales para aproximar comportamientos no-lineales. Sin embargo en este tema no

habra que entregar ningun ejercicio.

Objetivos del tema:

O Introducir el concepto de convexidad aplicados a la funcidn objetivo y a las restricciones de un problema de optimizacion.
O Introducir el concepto de programacion separable.

O Definir e implementar las restricciones sobre conjuntos ordenados de variables SOS1 y SOS2.

O Aproximar una funcién no-lineal de una variable por una lineal a tramos utilizando SOS2 y/o variables binarias.

O Aproximar una funcién no-lineal de dos variables utilizando SOS2.
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Programaciéon matematica no-lineal
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frecuentemente problemas gue no tienen comportamientos lineales. Cuando alguna de las restricciones, la funuc’m objetivo, 0 ambos, son no
lineales, se dice que se trata de un problema de programacion no lineal. Los modelos de programacidn no-lineal son mas complejos de resolver

gue sus andlogos lineales. Sin embargo muchos de ellos es posible resolverlos mediante aproximaciones lineales.

Region convexa
Se dice que una regién del espacio es convexa si el segmento que une dos puntos cualesquiera de la regién estd integramente en la region.

region convexa Ly
8 regiéon no-convexa

Funcién convexa
Se dice que una funcidn es convexa si el conjunto de los puntos (x, y) donde y > f{x) forma un regién convexa.
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funcidn convexa

funcién no-conve
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Modelo de programacién matematica convexo
Se dice que un modelo de Programacién Matematica es convexo si implica la minimizacién de una funcién convexa sobre una regién convexa.

Minimizar x} —4x, - 2x, Minimizar — -4x. +3x, —6x,
sujetoa x+x,<4 sujetoa x +x,<4
. 2x,+x,<5 2x,+x,<5
modelo de programacion > modelo de programacién >
matemdtica convexo =X+ 4x, 22 o —X +Ax, 22
matemdtica no-convexo
x,x,20 x,x, 20

En el segundo ejemplo la regién de factibilidad es convexa, aunque la funcién objetivo no lo es, por lo que el modelo es no-convexo.

Si el problema es convexo cualquier éptimo que se encuentre es dptimo global. Sin embargo encontrar un éptimo global en un problema no-
convexo requiere algoritmos mucho mas sofisticados.
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Una funcidn csenarahle ec anuella aue nuade exnracarce como la suma de funciones de una tinica variabhlec Ectac funcioneg tienan la ventaia de

Una tuncion separapie es aguelia que puegde expresarse comoe ia suma de runciones ge una unica variabies. £stas runciones tienen ia ventaja ge
. .

que los térmi

7

programa lineal entero, e incluso lineal continuo para estas funciones. El término separable puede aparecer en
restricciones de un problema de optimizacion.

nos no lineales pueden ser aproximados por términos lineales a tramos (piecewise). Utilizando esta
s

-

uncion objetivo o en las

Algunos ejemplos de funciones separables son:
x, +9x, = g,(x;) + g,(x,)

X2 +1/x2 —2x3 = () + £, (%) + f3(x5)
En cambio, no son separables las siguientes:
XX, +3x, = g (%, X%,) + &, (x,)

LY (x, +x,) + x5 = f1(x, %,) + f(x3)

Consideremos un ejemplo simple con sélo un término no-lineal para ser aproximado: f(x) = 1/2x2. La siguiente figura muestra la curva dividida en
tres tramos que son aproximados por lineas rectas. Los puntos donde cambia la pendiente de la funcidn lineal por tramos se conocen como
puntos de ruptura. Esta aproximacion se puede expresar matemdticamente de varias formas. Veremos el método conocido como formulacién-A

Sean X, X, Xx; ¥ X, los cuatro puntos de ruptura del eje x y sean f{x,), f(x,), f(x;) v f(x,) sus
correspondientes valores. Cualquier punto entre dos de ruptura es una suma ponderada de los dos
S(x)

puntos de ruptura extremos. Por ejemplo, si los puntos de ruptura son 0, 1, 2 y 4, y los
correspondientes valores son 0, 1/2, 2 y 8, el valor de x = 3 se puede expresar: x =1/2- 2 + 1/2- 4 = 3.
El correspondiente valor de la funcién aproximada sera:  f“(3) = ]/2 -2 +]/2 -5=5

Sean A, A, A, A, cuatro pesos tal que su suma valga 1. La aproximacion lineal de f(x) puede escribirse

i como: X)) =4 () + A, 1 () + A f () + A, (x,)
X=4x +,x, + L,x; + A,x,

A+ + A+ 4, =1

" . | . . SOS2(4y, 2, 25, 24)

La restriccién SOS2 impone el requisito afiadido de que como mucho dos A, adyacentes sean mayores
que 0.
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Ejemplo de modelo con funcion separable:

Minimizar ~ x7 —4x, — 2x,

sujetoa . x+x,<4
2x,+x,<5
—x +4x,2>2

x,x, 20

. . .y 2

Solo es necesario convertir la funcién  Xx;
L . . L _.2

De la segunda restriccion es evidente que no es posible que x; sea mayor que 2.5, por tanto, la funcién: y=x;

puede aproximarse por:

X X € [0,1]

3x-2 x€[0,2] Esta expresion es equivalente a:
ﬁx—S x€[2,2.5]

0.5

Por tanto el modelo del ejemplo sera el siguiente:

x, €[0,2.5]

x, =04 +14, +24, + 2.5,
y=04 +14, + 44, +6.254,
A+ L+ A4+4, =1

Minimizar y—4x, —2x, Dado que la
sujeto a: X, +x, <4 funcién es convexa
5 <5 no es necesario
ftx s afiadir ninguna
—x, +4x,2>2 restriccion mas. Si
_ la funcion fuera no-
-x,+14, +24,+2.54, =0 ;
convexa seria
—y+WU, +44,+6.254, =0 | necesario afiadir
A+A+A4+4,=1 una restriccion de
tipo SOS2 a las
Xy X, Ay Ay A A, 20 .
Yo X Ay Ao Ay A variables 4;
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La restriccion SOS2 suele aparecer con frecuencia en problemas reales y por ello suele venir implementadas en los paquetes comerciales
junto a la restriccién SOS1.

Restriccion SOS1
Impuesta a un conjunto de variables continuas obliga a que sélo una pueda adoptar un valor no nulo.

Restricciéon SOS2

Impuesta a un conjunto de variables continuas ordenadas obliga a que sdlo dos variables pueden tener valor no-nulo y ademas deben ser
consecutivas. La restriccion SOS2 queda definida especificando un conjunto de variable { t;, t,, ... ,t, } y es equivalente a las siguientes tres
restricciones:

® t,ty,...,t, 20
o t+t,+..+t =1
e Solo dos variables adyacentes,z, y ¢, pueden ser distintas de cero.

Como ya hemos comentado, la restriccién SOS2 se utiliza para aproximar términos no-lineales con funciones lineales por tramos (piecewise)
en programacion separable convexa y no-convexa.

Se trata de modelar la funcién continua lineal por tramos ¥ = f(X)  especificada por sus 7 puntos (x, ), (x,,,), ...,(x,,y,) comose
muestra en la figura. La descripcién estandar utilizando la restriccion SOS2 es la siguiente:

y

( ) o x=xh+XlL+. . +Xx1
xn’yn
(%3, 3) * y=yht Yl +.t YL,

(0, 72) o SOS2{t;,t,,....1,}

(X, )

X

Donde las variables #,%,,....,¢, de SOS2 juegan el papel de parametros de interpolacion.

Universidad
% Complutense

Madrid J.J. RUZ, INTRODUCCION A LA PROGRAMACION MATEMATICA, MASTER UNIVERSITARIO EN INGENIERIA DE SISTEMAS Y DE CONTROL



Ol

i,
#% Complutense

Modelado de la funcidn lineal por tramos (picewise)

de programacién entera-mixta.

variables binarias.

Las funciones lineales a tramos expresadas con SOS2 se pueden utilizar para modelar no solo objetivos
restricciones de igualdad y desigualdad no-lineales. Por tanto, problemas de programacion no-lineal pueden reformularse como problemas

no-lineales, sino también

Si no se dispone de la restriccion SOS2 implementada en el Simplex, la aproximacién lineal por tramos (picewise) se puede modelar utilizando

zie{O,l}, s, €N
int n
® z +z,+..+z, =1
o Vi=12,..,n-1:0<s,<z float
float
o X =
dvar

X,z + (x, —x;)s, +

xn—lzn—l + ('xn - xn—l)Sn—l
{

=9,-
X[1l..n] = [1, 2,3,4,5,6,7
Y[1l..n] = [2,2.5,3,4,5,6,7

int z[1l..n-1] in 0..1;

dvar float+ s[l..n-1];
X2, + (X = X,)8, + dvar float x;
dvar float y;
%Zi+(xwl_xgsi+ subject to
{
sum(i in 1..n-1)z[i] == 1;

forall(i in 1..n-1)

8,91
8,91

[ ] y:
s[i] <= z[1i];

Nz + (¥, = )8 + }

+ _ + x == sum(i in 1..n-1) (X[1i]*z[1i] + (X[1+1]-X[1i])*s[i]):
Vazp + (V3= 12)S; y == sum(i in 1..n-1) (Y[il*z[i] + (Y[i+1]-Y[i])*s[i]);

}
iz + (yi+l _yi)si +
yn—lzn—l + (yn - yn—l)sn—l
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Modelado de la restriccion SOS2 con variables binarias

La restriccion SOS2 se puede implementar con la ayuda de variables binarias en caso de no disponer de ella directamente en el paquete
optimizacion o en lenguaje de modelado .

int n = 9;
dvar int z[1l..n-1] in 0..1;
ZiG{OJ}’ Sieg{ dvar float+ s[l..n-1];

ez +z,+..+z, =1

o Vi=12,.,n-1:0<5, <z

[ ] {tl:
subject to
L=z-58 {

dvar float t[l..n];

sum(i in 1..n-1)z[i] == 1;
forall(i in 1..n-1)

{

t,=2z,—8,+5,

et =z —5+¢5 s[i] <= z[i];

i T “i i i-1 }
t[1l] == z[1]-s[1];
forall(i in 2..n-1)

{

— t[i] == z[i]l-s[il+s[i-1];
}
t[n] == s[n-1];
}
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Funciones lineales a tramos en OPL

Allnqnn CPLEX chpnnn de las restricciones SQOS1 v SOS2 implementadas directamente en sus :lanrlfmnc de optimizacidon lineal entera- mwt: el

TSULILLIVIITS SVUoax SwSL M adas al U

lenguaje de modelado OPL no las utiliza directamente sino a través de una construccion sintactica especifica para las funciones piecewise.

Para ver esta sintaxis consideremos un problema de transporte en el que el coste del transporte entre dos localidades origen y destino depende del
tamafio del transporte transporteforigen] [destino] de acuerdo con la siguiente grafica:

coste

40

3000 b oo o transporte[origen][destino]

1000 i

100 200 tamano

Esta grafica define una funcion que tiene pendientes 10, 20 y 40, con putos de ruptura 100 y 200, y con valor 0 en el punto 0.
En OPL esta funcion se expresa de la siguiente forma:

Piecewise{1l0 -> 100,20 ->200;40}(0,0) transportel[origen] [destino]
Esta funcidn es equivalente a la siguiente expresion:
10*transporte[origen] [destino] cuando transporte[origen,destino] <= 100

10*1004+20* (trasnporte[origen] [destino]-100) cuando 100 <= transporte[origen] [destino] <= 200
10*1004+20*200440* (ship[origen] [destino]-200) caso contrario.
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Funciones lineales a tramos en OPL: generalizacion

I A AavinraciAn antariar ca niinda canaralizar Aa la cigiiinanta fArmaa

Ld TAPICOIVUIT dlllClIVUl 5T putcuc gClicializdl Ut id Siguiciiic jullitia

piecewise (i in 1..n) { pendiente[i] -> ruptural[i]; pendiente[n+1];}

transportef[origen] [destino];
Expresion general equivalente a la siguientes expresiones simples:

pendiente[l] *transporte[origen] [destino]
cuando transporte[origen] [destino] <= breakpoint[1]
k-1
pendiente[1l] *rupturall]+ Zpendiente [1]* (ruptura[i] -rupturali-11)+
i=2
pendiente[k] * (transporte[origen] [destino] -rupturalk-1])
cuando rupturalk-1] < transporte[origen] [destino] <= rupturalk] (1 < k <= n )

pendiente[1l] *rupturall]+ Zpendiente [1]* (ruptura[i] -rupturali-11]1)+
i=1
pendiente[n+1]* (transporte[origen] [destino]-ruptural[n])
caso contrario
Ejemplo:

int n=2;

float objectivoparaxigualO = 300;
float ruptural[l..n] = [100,200];
float pendiente[l..n+l1] = [1,2,-3];
dvar int x;

maximize piecewise(i in 1..n)
{pendiente[i] -> rupturalil;
pendiente[n+1]} (objectivoparaxiguall) x;

subject to
{

true;

}
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Funciones lineales a tramos en OPL

Por motivos de complejidad computacional es importante entender cuando una funcién objetivo lineal a tramos se traduce a un programa
lineal y cuando es necesario utilizar un programa entero-mixto.

Las siguientes figuras describen las formas de las funciones que producen programas lineales puros: funciones lineales a tramos convexas en
problemas de minimizacién y funciones lineales a tramos no-convexas (cdncavas )en problemas de maximizacion.

minimizacion

maximizacion

Para las restricciones operan consideraciones analogas.

Una funcidn lineal a tramos convexa puede aparecer en el lado izquierdo de una desigualdad menor-o-igual-que, y sobre el lado derecho de
una desigualdad mayor-o-igual-que.

Una funcidn lineal a tramos cdncava puede aparecer en el lado derecho de una desigualdad menor-o-igual-que o sobre el lado izquierdo de
una desigualdad mayor-o-igual-que.

En cualquier otro caso el programa lineal a tramos es transformado en un programa lineal entero-mixto.
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Funcidn lineal de dos o mas variables

La restriccion SOS2 también se puede utilizar para aproximar una funcién no lineal de 2 variables, por ejemplo z = g(x, »). Para ello se define una
maiia de vaiores (X, ¥) no necesariamente equidistantes y asociamos pesos ho negativos lij con cada punto de ia maiia. Si ios vaiores de (x, ¥) en

cada punto de la malla los designamos por (Xs, Yk), y es g(Xs, Yk) el valor de la funcién z = g(x, y) en dicho punto, podemos aproximarla por medio
de las siguientes restricciones:

x:ZZXs/?’sk
sk

yzzzYkﬂ’vk
sk

y SOS2 vertical
Zzzzg(Xs’Yk)ﬂ’sk A
s k

2
XY=t O] 5052(¢,¢00840)
sk )
A .)‘s+lk l\
Alo mas 4 1, vecinas pueden ser distintas &= Zk:ﬂsk SOS2(61,62:S50+) — 5052 diagonal
de cero e o < ] [
=> A SOS2(n,,n,,n.,... )¥ >\s+1k+15
. o up Z sk (01050725, 2) \ ) SOS2(n,,n,,ns,...)
Restringe los 4, distintas de cero a 3
vadhes, evienck & preliane ek b e s g, = Zﬁm,m 5052(51, 5,5, ) > X
unicidad que surge si sélo imponemos las 2 s \_
SOS2 anteriores o o SOS2 horizontal
°
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Restricciones paraunamallade 7 x6

y = Y6)\l6 +Y6)\26 + Y6)\36 + YG)\46 + Y6)\56 + Y6A66 +Y6)\76 +

X = XA, + X0, + XA, + XA, + XA, + XA, + XA, +
XA + XA + XA, + XA, + XA, + XA, + XA, + Y5>‘15 + Y5)‘25 + Y5)‘35 + Y5>‘45 + Y5)‘55 + Y5>\65 + Y5)‘75 +
XA, + XN, + XA, + XA, + XA, + XA, + XA, + YAu + YA YA + YA YA + YA £V A +
X AL + XA, + XA, + XA, + XA, + XA, + XA, + YA YA + YA + YA, Y AL YA, + YA, +
XA, + XA, + XA, + XA, + XA, + XA, + X\, + YA, + Y0, + Y0, +Y 0, + YA, +Y A, +Y,\, +
XA, + XA + XA, + XA, + XA, + XA, + XA, + YA, + YN, +Y A YA, +Y A +Y N +Y A +

zZ = g X, YIOAN, + 09X, YION, + 09X, YION, + 90X, YON, + 9(X,, YION, + O N + g( N +
gX, YON, + g(X,, YOA, + g(X5, YA, + g(X,, YOA, + 9(X., YOA, + 9 X Y )N, + g ONs +
gX , YON, + 9(X,, YON, + g(X,, YON, + 9(X,, YON, + g(X,, Y)ON, + g(X6,Y4>7\64 + g ?\74 +
gX , YOA, + g(X,, YOA, + g(X,, YO, + g(X,, YA, + g(X., YOA, + 9(X,, Y )N, + g Y3 AL+
g(X, YON, + g(X,, YN, + g(X5, YN, + g(X,, YON, + g(X,, YON, + g(X, Y)O)N, + g(X,, Y)N, +
gX YO, + g(X,, YO, + g(X,, YOA, + 9(X,, YOA, + g(Xo, YON, + g(X, YON, + g(X,, YN,

5 S0s2

/ . At At AL A oA 0 A 0

4 6 +>‘76 Y5 ALPASA )\ o) 0\ 8] e )\16 + )\26 + )\36 + )‘46 + >‘56 + )\66 + )\76 4

v )S ‘|‘>\; +/\7 : A]‘"./\E“.)\a“.)\m.)\ﬁu.)\:u')‘?u. )\15 + )\25 + )\35 + )‘45 + )‘55 + )\65 + )‘75 +

5 5 5 a) s} ®s)\ s} s} e\ s P N D W D W D W TP W

+ + + \& At A At At A0 A0 A )\1 )‘2 )\6 :
+

Mot A A F A vi ALE')‘EE')‘EE')\E')‘E')\:E')‘?E' >‘13 + /\23 + )‘33 + /\43 + )‘53 + /\63 + )‘73

+ + + + )\ll.)‘El.)‘!L.)\IL.)\SL.)\:L.)‘?L. >‘12 + )‘22 + /\32 + /\42 + )‘52 + )\62 + )‘72

A A EA A > A +>\21+)\31+>\41+)\51+>\61+)\71:l
3 3 3 3 3

o+ o+
" é >‘zz+)‘sz+)‘42+)52+/\52+)”2 SOS82(&,,8,,83,840, 86065, &7)

+ + + + SOS2
p Aleh e eA oA Ao, U 125,11 15:1)

&, & & & & &  g)sos2
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Ejemplo de aproximacidn lineal de 2 variables con una mallade 7 x 6

Vamos aplicar el método a la siguiente funcién de dos variables:

Z =g, Y) = 25 — (X — 10F — (y — 10

La malla la definiremos para los siguientes valores de X e Y:

Calculamos el valor de Z en cada punto de la malla:

7= 2.6458 3.4641 3.8730 4.0000 3.8730 3.4641 2.6458

3.4641 4.1231 4.4721 4.5826 4.4721 4.1231 3.4641 s
3.8730 4.4721 4.7958 4.8990 4.7958 4.4721 3.8730 b N L
4.0000 4.5826 4.8990 5.0000 4.8990 4.5826 4.0000 o

3.8730 4.4721 4.7958 4.8990 4.7958 4.4721 3.8730
3.4641 4.1231 4.4721 4.5826 4.4721 4.1231 3.4641
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Caddigo OPL para el ejemplo anterior (sin la restriccion SOS2 diagonal)
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Resultados del ejemplo

f E— .
y = 7. x == 7.5; * = ;-g:
X 7. £ y == 7.5; y == eI .
e = [0.5 0.5 0 0 0 0]; //z == 3.464;libre -6.865e-16 1 0 -1.1102e-16];| //z == 3.464;1ibre
ed = [10000]; ’ S ed = [00 10 0];
n=[0.50.50 0,0 0 0]; n = [5.1le-16 -1.8e-18 -1.8e-17 1 3.3e-16 0 0];
nMd=[ 1 0000 0]f nd = [00010 0];
1d = [[0.5 000 00 0] el = [£8 8 8 8 8 8 8}
[ 00.50000 0]
L 0 00000 0] [0 -1.8e-18 -1.8e-17 ~6.6e-16 0 0 O]
L 0 00000 0] [5.1e-16 0 0 1 4.4e-16 0 0]
[ 0O 00000 0] (000000 0]
0 00000l [0000 -1.1e-16 0 0]];
z = 3.3845; ) Lz =5; )
9(7.5, 7.5) = 3.5355 % | Valor real de la funcion g(10, 10) = 5.000 L — Valor real de la funcién. Coincide
7 ) ) con el aproximado por ser un
punto de la malla
y = 7.5973; x == 7.5;
== 7.5; .
; i == 7-5 x = 7.5; //y == T7.5;1libre
! ! . e = [0.40266 0.59734 0 0 0 0], z == 3.464;
=TI 0 : == 3.464;1
0o 8 8](.)] //z 3.46 ibre ed = [10000]; S
(0.5 0.5 0 000 01; n=1[0.50.50000 0];
nd=[ 1 0000 0]; nd = [T 0 000 0]; En este caso
1d = [[0.50.500 0 0 0] 1d = [[0.40266 0 0 0 0 0 0] ™ | hemos fijado el
[ 0 00000 0] [0.097336 0.5 0 0 0 0 0] valor de x y el
[ 0 00000 0] (000000 0] valordezye
[ O 00 0O0O0 0] (000000 0] programa calcula
[ 0 00000 0] (000000 0] el valor de y
[ 0 00000 0]]; [0OOO0OO0OO0O011:
[Z — 3.0549; ] z = 3.4641;
9(7.5, 7) = 3.12254 | valorreal de la funcién g(7.5, y) = 3.4641
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