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Resumen 
Contribución al estudio de las medidas en la lógica 

borrosa: condicionalidad, especifícidad y transitividad. 

Esta memoria de doctorado pretende revisar el concepto de medida y de 

medida borrosa para estudiar y proponer unas nuevas medidas de 

incondicionalidad, de especifícidad y de transitividad. 

En el segundo capítulo se proponen dos métodos para medir la n-T-

incondicionalidad de relaciones borrosas como un valor que permita analizar si 

la inferencia borrosa generaliza el modus ponens. Se utiliza una distancia 

generalizada no simétrica 1-Ĵ  para calcular dicho valor y se demuestra que con 

dicha distancia ambas formas de medir la jx-T-incondicionalidad resultan 

iguales para toda t-norma continua. Se ofrecen ejemplos para relaciones finitas 

y para los principales operadores de implicación residuales, S-implicaciones, 

QM-implicaciones y conjunciones. 

En el tercer capítulo se proponen las -<-medidas borrosas de 

especificidad definidas mediante t-normas, y se muestra bajo qué condiciones 

las -<-medidas borrosas de especificidad son medidas de especificidad según 

Yager. Se analizan nuevas -<-medidas borrosas de especificidad generadas por 

familias de t-normas. Se generaliza la definición de -^-medidas de especificidad 

bajo universos infinitos, estudiando diferencias al utilizar la integral de 

Choquet o de Sugeno, y finalmente se estudian métodos nuevos de estudiar la 

especificidad de conjuntos borrosos cuando la información aumenta con una T-

similaridad para cualquier t-norma. 

En el cuarto capítulo se propone un nuevo algoritmo de T-

transitivización de relaciones borrosas y nuevas medidas de T-transitividad de 

relaciones borrosas. 

En el capítulo de apéndices, entre otros temas, se revisan diferentes 

conceptos de medidas, haciendo énfasis en las medidas no aditivas, medidas 

normales, medidas convergentes de Sugeno, medidas monótonas respecto de la 

inclusión y -<-medidas monótonas respecto de un preorden, analizando sus 

diferencias y ofreciendo numerosos ejemplos. 



Abstract 
A contribution on measures in fuzzy logic: conditíonality, 

specificity and transitívity. 

This Doctoral Thesis works toward revisiting the concept of measure and 

fuzzy measure. Some measures are studied carefully, specially the (x-T-

incondicitionality measures, fuzzy ^-measures of specificity and T-transitivity 

measures. 

The second chapter proposes two different ways to measure the ¡a-T-

inconditionality of fuzzy relations towards measuring whether a fuzzy inference 

generalises the modus ponens property. A generalised 1-Ĵ  non commutative 

distance is proposed and it is proved that using such distance both methods of 

measuring the ¡i-T-inconditionality become the same for all continuos t-norms. 

Some examples are given for fínite relations and some residuals, S-

implications, QM-implications and aggregation operators. 

On the third chapter the fuzzy -^-measures of specificity defined through 

t-norms are proposed. The known Yager's measures of specificity are shown to 

be fuzzy ^-measures of specificity. It is studied on which cases fuzzy ^ -

measures of specificity are Yager's measures of specificity. New fuzzy -<-

measures of specificity are defined through families of t-norms. The definition 

of fuzzy -<-measures of specificity is generalised to infinite universes showing 

examples using the Choquet integral and the Sugeno integral. Finally there are 

proposed new solutions for measuring the specificity of a fuzzy set when the 

available Information is increased though a T-similarity for any t-norm. 

The fourth chapter proposes a new method to T-transitivizate fuzzy 

relations and new measures of T-transitivity of fuzzy relations are proposed. 

The annexe also studies different definitions of measures, specially non 

aditive measures, normal measures, Sugeno measures, monotonous measures 

and preorder monotonous measures, analysing some differences and showing 

examples. 
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CAPITULO 1: 

PRESENTACIÓN Y ESTRUCTURA DE LA 

MEMORIA DE DOCTORADO 

El presente trabajo pretende ser una contribución al desarrollo de un 

amplio campo de investigación que se enmarca dentro de la lógica borrosa, y 

que estudia el problema de la medida. 

Esta "Presentación y estructura de la memoria de doctorado" se ha 

estructurado de la siguiente forma: En el apartado de "Introducción" se presenta 

de forma general el problema de las medidas borrosas y se comenta el 

tratamiento de las medidas de n-T-incondicionalidad, de las medidas de 

especificidad y de T-transitividad. El siguiente apartado de "Objetivos" expone 

el objetivo general y los objetivos concretos que se persiguen en esta memoria. 

El apartado de "Contenidos" expone las ideas que han motivado este trabajo, 

presentando una breve reseña de los trabajo más significativos, y muy 

especialmente de aquellos que han servido de punto de partida para esta 

memoria. Esboza las líneas generales del contenido y la manera en que ésta se 

organiza, comentando pormenorizadamente cada capítulo, haciendo hincapié en 

los logros más importantes. El apartado de "Notación" especifica la utilizada a 

lo largo del trabajo. 

LL INTRODUCCIÓN 

Lotfi A. Zadeh escribe una teoría sobre unos objetos, los conjuntos 

difusos o conjuntos borrosos, que son "conjuntos" de frontera no precisa y cuya 

función de pertenencia indica un grado en el intervalo [O, 1]. El primer texto 

que aparece sobre estos subconjuntos data de 1965 cuando L. A. Zadeh publica 

el artículo "Fuzzy Seis" donde crea la base teórica sobre subconjuntos borrosos 

Luis Garmendia Salvador 11 



Presentación y estructura de la memoria de doctorado 

y de la que parten todas las investigaciones posteriores sobre el tema. La teoría 

clásica de conjuntos de Cantor no recoge aquellos fenómenos reales cuyas 

características son "imprecisas", "inciertas", "borrosas" o "difusas". En la 

esfera de los predicados subjetivos, y por tanto imprecisos, la teoría de 

conjuntos clásica se enfrenta con obstáculos difíciles de superar. Desde que 

Zadeh inventa el concepto de subconjunto borroso en 1965 son muchas las 

diferentes ramas de investigación de la teoría de subconjuntos borrosos y muy 

variadas sus aplicaciones en Física, Ingeniería, Estadística, Medicina, Teoría de 

Grafos, Ciencias Sociales, etc. 

El desarrollo de la tecnología computaciónal ha abierto diversos campos 

de investigación. Se pretende que una máquina pueda producir razonamientos o 

acciones que si fuesen realizados por una persona serían considerados 

inteligentes. En el intento de automatizar el razonamiento y el aprendizaje 

resultan muy útiles las lógicas borrosas (o difusas). 

De la misma manera que la teoría de la medida ha tenido un papel muy 

importante en las aplicaciones clásicas de las Matemáticas, es de suponer que 

igual o más importancia debe tener en la teoría de subconjuntos borrosos, en la 

que muchas de sus aplicaciones demandan resultados teóricos y prácticos y se 

presenta la necesidad de encontrar nuevas formas de medir aspectos propios de 

la teoría de subconjuntos borrosos como el grado de borrosidad (entropía) o de 

nitidez de un conjuntos borroso o el grado de información específica 

proporcionada por un conjunto borroso dado por la salida de un sistema 

experto. Para comprender el tratamiento de la información representada 

mediante conjuntos borrosos se ha trabajado en nuevas medidas que permiten 

controlar conceptos nuevos como la booleanidad de las lógicas, el grado de 

verificación del modus ponens clásico durante un proceso de inferencia borrosa, 

el grado de transitividad de una relación borrosa o las medidas de utilidad de 

una información. Estas medidas ayudan a entender la razón por la que muchas 

aplicaciones de la lógica borrosa conducen a buenos resultados, y son 
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importantes para describir aspectos fundamentales de la lógica borrosa, como 

por ejemplo distinguir entre conjuntos borrosos poco nítidos y conjuntos 

clásicos, o indicar si un conjunto borroso puede ser útil para realizar inferencias 

o para la toma de decisiones, o saber si un conjunto es normal para evitar que se 

puedan deducir contradicciones. 

En esta memoria se estudian especialmente las medidas de jLi-T-

incondicionalidad, especificidad y T-transitividad. Estas medidas tienen 

propiedades muy diferentes. La primera es una medida borrosa como las 

estudiadas por Sugeno, es decir, monótona respecto de la inclusión conjuntista. 

Sin embargo la segunda no es monótona respecto de la inclusión conjuntista 

sino respecto de un preorden existente entre los subconjuntos borrosos, por el 

cual se puede indicar cuándo un conjunto borroso es más específico que otro. 

Por último, las medidas de T-transitividad tampoco son monótonas respecto de 

la inclusión, sino respecto a un preorden entre relaciones borrosas que las 

ordena según su grado de T-transitividad. 

El problema de la medida ha sido desde siempre muy estudiado, y sobre 

todo cuando los analistas del siglo XIX Émile Borel (1871-1956) y Henri 

Lebesgue (1875-1941) se ocuparon de introducir conceptos para poder medir 

subconjuntos de la recta real, con lo que apareció el concepto de medida de 

Lebesgue. El matemático francés Henry Poincaré (1854-1912) introdujo el 

concepto de dimensión topológica. En 1919 Hausdorff definió los conceptos de 

medida y dimensión que hoy llevan su nombre. En los años 20 Besicovitch 

continuó trabajando en esa dirección y creó las bases para la Teoría Matemática 

de la Medida, una rama de la Matemática en plena evolución, con muchos 

problemas abiertos y profundas conexiones con otros campos. 

Las medidas aditivas han jugado un papel fundamental en importantes 

ramas de la Matemática. De la misma manera que es posible hacerse una idea 

del comportamiento de una distribución de probabilidad con unos pocos 

parámetros, como por ejemplo la esperanza y la varianza, es preciso analizar 
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cómo poder hacerse una idea general del comportamiento de un conjunto 

borroso o una relación borrosa mediante ciertos valores que den información 

sobre algunas de sus principales características. Son ya numerosas las 

aplicaciones en que son muy útiles medidas que no verifican todas las 

propiedades que se imponen a las medidas aditivas, como las medidas 

subaditivas, superaditivas, monótonas respecto la inclusión conjuntista o 

incluso monótonas respecto de otro preorden diferente, por lo que el estudio de 

los diversos tipos de medidas ayuda a clasificarlas, caracterizarlas y analizar 

mejor en qué contextos pueden ser útiles. 

Las teorías de razonamiento aproximado e inferencia borrosa están 

siendo muy aplicadas porque son muchos los contextos en los que se debe 

obtener información útil a partir de datos incompletos, imprecisos o inciertos. 

El ser humano puede razonar y tomar decisiones a partir de información que 

raramente es precisa y que muchas veces puede ser modelizada por 

generalizaciones del modus ponens clásico. La regla composicional de 

inferencia propuesta por Zadeh es muy interesante en muchos entornos, pero no 

siempre se obtienen conclusiones según Tarski o razonamientos que generalicen 

el modus ponens, por lo que se precisa el estudio de diversas propiedades de 

relaciones borrosas como la reflexividad, la T-transitividad o la [X-T-

condicionalidad. 

La inferencia borrosa funciona muy bien y tiene muchas aplicaciones en 

ingeniería, pues tiene un carácter dinámico del que carece la estática lógica 

clásica, pero puede dar la sensación de que en algunos casos en los que se 

comprueba que funciona bien sin embargo no se comprende bien porqué. La 

comprensión de las características y el cálculo de algunas medidas se hace 

imprescindible para los conjuntos borrosos que sean premisas o conclusiones de 

inferencias borrosas. Asimismo se hace necesario el estudio de algunas medidas 

sobre las relaciones borrosas con las que se deduce, como por ejemplo si la 

inferencia obtenida a partir de un conjunto borroso generaliza el modus ponens 
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o si la relación borrosa utilizada es T-transitiva. Por último puede ser 

interesante estudiar si las conclusiones de la inferencia (que pueden ser un 

conjunto borroso) son específicas para determinar su utilidad. 

En la bibliografía se encuentran trabajos que estudian diferentes maneras 

de medir la utilidad de una información, como el concepto de medida de 

especificidad introducido por Yager, muy relacionado con el concepto de 

granularidad de Zadeh. Dubois y Prade introducen el concepto de especificidad 

mínima, y muestran el papel central de la especificidad en la teoría del 

razonamiento aproximado. Higashi & Klir discuten un concepto similar que 

denominan no-especificidad. 

La propiedad de T-transitividad es muy importante en el mundo de 

inferencia borrosa, pues es una propiedad necesaria para que un conjunto 

borroso sea un T-preorden o una T-similaridad, propiedades fundamentales por 

ejemplo, para que las consecuencias inferidas sean consecuencias según Tarski, 

o para hacer clasificaciones borrosas. 

En este trabajo se ha definido una medida de |i-T-incondicionalidad con 

las siguientes propiedades: Está definida sobre el conjunto de las relaciones 

borrosas y es monótona respecto de la inclusión conjuntista. Se han probado 

otras muchas propiedades y caracterizaciones. 

También se define en esta memoria otra medida muy diferente, la ^-

medida borrosa de especificidad, con propiedades muy distintas, pues está 

definida sobre el conjunto de los subconjuntos borrosos y claramente no es 

monótona respecto la inclusión conjuntista, sino que requiere de la existencia 

de un preorden. 

Se aporta un método nuevo de construir relaciones T-transitivas con el 

que se obtiene una nueva relación T-transitiva contenida en la original y que 
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puede ser utilizado para calcular medidas de T-transitividad. Esta medida está 

definida sobre el conjunto de relaciones borrosas y es una -<-medida borrosa. 

Para extenderlo a estas nuevas aplicaciones se observa que es preciso 

reflexionar profundamente sobre el concepto de medida imponiendo 

propiedades menos restrictivas. Por otro lado, las medidas clásicas se definen 

sobre el conjunto de partes de un conjunto referencial, y ahora será preciso 

definirlas sobre el conjunto de los subconjuntos borrosos de dicho conjunto 

referencial. 

En la bibliografía se encuentran sugerentes ejemplos que explican la 

necesidad de utilizar medidas que no tengan la propiedad de la a-aditividad, y 

llevan a generalizaciones del concepto de medida, como las medidas 

convergentes de Sugeno o las medidas monótonas respecto de la inclusión 

conjuntista. En ocasiones se precisa medir características no relacionadas con la 

relación de inclusión conjuntista. Para poder medirlas es necesario disponer de 

una relación de comparación que permita apreciar si un elemento tiene más o 

menos de esa característica que otro. Esa relación debe tener las propiedades de 

un preorden. Se denominan ^-medidas borrosas a esas medidas monótonas 

respecto a un preorden. 

i.2. OBJETIVOS DE ESTA MEMORIA 

Esta memoria tiene como objetivo general el estudio de algunas medidas 

borrosas, lo que conduce a reflexionar sobre el concepto de medida. 

El objetivo del capítulo 2: "Medidas de |X-T-incondicionalidad de 

relaciones borrosas" es estudiar varias maneras de medir la propiedad de |i-T-

incondicionalidad de relaciones borrosas, que nos indica hasta qué punto la 

inferencia de un conjunto borroso con una relación borrosa generaliza el modus 

ponens. Esta memoria trata de describir diversas formas coherentes de realizar 
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esta medida y busca la manera de unificarlas en una única medida que se pueda 

llamar la medida de |i-T-incondicionalidad de relaciones borrosas, de forma que 

sirva para lograr medir de la forma más adecuada posible la capacidad de las 

relaciones borrosas para representar reglas imprecisas del tipo ''Si x es P 

entonces y es Q ". 

El capítulo 3 estudia las medidas de especificidad definidas por R. R. 

Yager por su utilidad como medida de tranquilidad a la hora de tomar una 

decisión. Sus objetivos se separan en tres partes. 

El objetivo de la primera parte es encontrar nuevas fórmulas de medidas 

de especificidad de conjuntos borrosos discretos y proporcionar una manera de 

expresar las medidas de especificidad que comprenda a todas las definidas 

actualmente y en particular las que se están aplicando en ingeniería. 

El objetivo de la segunda parte del capítulo 3 es definir unas medidas de 

especificidad sobre dominios continuos que también comprendan las ya 

definidas y que proporcionen nuevas fórmulas de medidas de especificidad. 

La tercera parte tiene como objetivo buscar nuevas definiciones y 

métodos algorítmicos que permitan calcular medidas de especificidad bajo 

similaridades. 

El objetivo del capítulo 4 es el estudio de las medidas de la T-

transitividad de una relación borrosa. Para ello se define y analiza un algoritmo 

que proporcione relaciones T-transitivas contenidas en una relación dada. 

El capítulo 5 tiene como objetivo sistematizar las conclusiones de este 

trabajo y analizar los problemas que quedan abiertos y sus posibles vías de 

solución. 

El objetivo del capítulo 6: "Apéndices" es documentar los conocimientos 

previos para la comprensión y consecución de los objetivos de esta memoria. 
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En especial el objetivo del apartado: "El concepto de medida: Medidas borrosas 

e integrales borrosas" es hacer un estudio bibliográfico y recoger las más 

importantes propiedades y los tipos de medidas conocidos. Estas medidas están 

siendo utilizadas tanto desde un punto de vista teórico, como en aplicaciones 

prácticas, y en particular en aplicaciones de ingeniería. Se presentan ejemplos 

propios y de la bibliografía que permiten percibir la necesidad de su estudio y 

se aportan gráficos que facilitan su comprensión y clasificación. 

Para alcanzar los objetivos expuestos la estructura de este trabajo es la 

que se presenta en el apartado siguiente. 

L3. CONTENIDOS 

El campo de investigación relacionado con las medidas borrosas es de 

una gran amplitud pues incluye desde problemas teóricos propios de la lógica 

borrosa, la búsqueda de nuevas medidas borrosas y el estudio de sus 

propiedades, así como su aplicación en ámbitos de la Inteligencia Artificial. Es 

un campo de investigación de gran actualidad como lo demuestra el creciente 

número de trabajos que aparecen cada año. 

En esta memoria de doctorado se estudian diversas medidas que resultan 

muy útiles en el campo de la inferencia borrosa, o en el de la medida de la 

utilidad de la información en determinados contextos. Se analizan las siguientes 

medidas: las medidas de |i-T-incondicionalidad de relaciones borrosas, las -^-

medidas borrosas de especificidad bajo universos discretos, continuos, 

utilizando familias de t-normas, negaciones y t-conormas, y -<:-medidas 

borrosas de especificidad cuando la información aumenta mediante una T-

indistinguibilidad. Finalmente se propone un nuevo método de T-

transitivización de relaciones borrosas a través del cual se definen nuevas 

medidas de T-transitividad de relaciones borrosas. Termina con una reflexión 

sobre los diferentes conceptos de medidas y medidas borrosas, 
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El concepto de medida 

El concepto de medida ha jugado un papel importante en el mundo de las 

matemáticas clásicas, especialmente el concepto de la aditividad, tan importante 

en medidas como la probabilidad o las medidas de Lebesgue y han dado lugar a 

ramas propias muy importantes en el mundo de las Matemáticas. 

Sin embargo muchas disciplinas como la teoría de subconjuntos 

borrosos, inteligencia artificial, teoría de juegos, teoría de la decisión, 

economía o psicología han encontrado soluciones especificas en las que 

también pueden ser útiles algunas medidas no aditivas, como por ejemplo las 

medidas normales, las medidas convergentes de Sugeno o medidas borrosas que 

encajan en las nuevas teorías de la evidencia, que definen medidas de 

credibilidad y plausibilidad con propiedades superaditivas y subaditivas, o las 

teorías de posibilidad introducidas por Zadeh [Zadeh;1978], que definen las 

medidas de posibilidad utilizando el supremo (en lugar de la suma que utiliza la 

propiedad aditiva) y las medidas de necesidad utilizando la intersección y el 

ínfimo. Son también muy importantes las aplicaciones de algunas medidas 

monótonas, como las A,-medidas borrosas de Sugeno o las medidas S-

descomponibles, que generalizan tanto a las A,-medidas borrosas como a las 

medidas de posibilidad. Por último se deben tratar las medidas monótonas 

respecto de un preorden o -^-medidas borrosas introducidas por Trillas y Ahina 

[Trillas & Alsina; 1999], entre las cuales merecen ser mencionadas las 

entropías o medidas de borrosidad de De Luca y Términi [1972], las medidas de 

Sarkovskii, las medidas de especificidad de Yager, y dos de las medidas que son 

estudiadas en esta memoria: las -<-medidas borrosas de especificidad de 

conjuntos borrosos y las medidas de T-transitividad de relaciones borrosas. 

Algunas de las medidas mencionadas pueden ser utilizadas en el cálculo 

de integrales dando lugar a integrales de Lebesgue, integrales de Sugeno o 

integrales de Choquet. 
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La teoría de posibilidad propuesta por Zadeh es una forma de tratar la 

incertidumbre alternativa a la teoría de probabilidades que permite utilizar 

contextos más amplios que las álgebras booleanas de la teoría de 

probabilidades. La teoría de posibilidad se basa en la imprecisión de los 

conjuntos, intrínseca por ejemplo en los lenguajes naturales, inientras que la 

teoría de probabilidades se basa en la aleatoriedad. 

Son muchos los artículos de investigación que denominan medidas 

borrosas a las medidas normales y monótonas respecto de la inclusión 

conjuntista, es decir, medidas sobre un subconjunto de partes de un universo X 

que sean medibles, es decir, sobre un espacio (X, 3 ) , que verifican que m(0) = 

O y que si A, Be 3 y AcB entonces m(A) < m(B). Algunas de estas medidas son 

todas las medidas a-aditivas, como por ejemplo las medidas de probabilidad, 

las medidas borrosas de Sugeno, como por ejemplo las medidas de posibilidad, 

las A,-medidas borrosas de Sugeno y las medidas S-descomponibles. El concepto 

de medida borrosa debe extenderse a un álgebra del conjunto de subconjuntos 

borrosos del conjunto referencial X, es decir al espacio medible ([O, 1]''^, 3 ) a la 

que pertenece una clase de medidas estudiadas y definidas en esta memoria: las 

medidas de |i-T-incondicionalidad de relaciones borrosas, que se tratan 

posteriormente. 

Trillas y Alsina [1999] introducen una definición más general de medida 

borrosa basada en que para medir una característica de los elementos de un 

conjunto es necesario disponer de una relación de comparación que indique 

para todo par de elementos si uno presenta más esa característica que el otro. 

De esta manera se definen las -< -medidas borrosas como aplicaciones m: 3 —> 

[O, 1] (donde se denomina 3 a un subconjunto del conjunto de partes de X de 

que sea medible) que verifican que m(0) = O, m(l) = 1 y que si x<y entonces 

m(x) < m(y), donde -< es un preorden que indica qué elemento representa más 

una determinada característica que se desea medir, y donde O es un elemento 

minimal y 1 es un elemento máxima! respecto del preorden. Cuando -< es la 
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inclusión conjuntista, estas medidas generalizan a las medidas monótonas, que a 

partir de esta nueva definición de medidas se denominan medidas monótonas 

respecto de la inclusión. 

Un interesante ejemplo de -^-medida borrosa es la entropía o medida de 

borrosidad de conjuntos borrosos, que trata de medir la característica de en qué 

grado un conjunto es borroso o es nítido. En este caso el preorden < es el 

conocido orden 'sharpened' en el que un conjunto es más borroso que otro si 

sus grados de pertenencia se aproximan más al valor Vi. De Luca y Termini 

[1972] definen estas medidas axiomáticamente, Kaufmann [1975] las define 

como una distancia normalizada y Yager [1979] basa su medida de borrosidad 

en la distancia entre el conjunto y su complementario. 

En esta memoria se trabajan otros dos ejemplos de •<;-medidas borrosas: 

las -<-medidas borrosas de especificidad de conjuntos borrosos, cuyo preorden 

< clasifica los conjuntos borrosos según sean más específicos o sean más 

cercanos a tener un único elemento con grado de pertenencia uno, y las medidas 

de T-transitividad de relaciones borrosas, cuya característica < clasifica las 

relaciones borrosas según que las relaciones sean más próximas a sus relaciones 

T-transitivizadas. 

Medidas de ^-T-incondicionalidad. 

Las relaciones borrosas que se utilizan para hacer inferencia borrosa 

deben generalizar la propiedad del modus ponens. Una interesante manera de 

generalizar esta necesaria propiedad es mediante la propiedad de ji-T-

condicionalidad de relaciones borrosas, que constituye una de las definiciones 

de modus ponens generalizado más coherentes y reconocidas mundialmente. 

La definición de Enric Trillas [Trillas; 1993] de esta propiedad es la 

siguiente: Sean Ei, E2 dos conjuntos y sea E el conjunto EiU E2. Sea jx: E -^ [O, 

1] un conjunto borroso y sea T una t-norma continua. Una relación borrosa R: 
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EiX E2 —> [O, 1] se dice que es |X-T-condicional si y sólo si T(|a,(a), R(a, b))<[X 

(b) para todo (a, b) en EiX E2. 

En la memoria se proponen dos maneras diferentes de construir medidas 

cuyo objetivo es medir en qué grado una relación satisface o no la propiedad de 

|i-T-incondicionalidad. Un primer método consiste en calcular una distancia 

generalizada entre una relación borrosa R y la mayor relación borrosa }X-T-

incondicional contenida en R. El otro método calcula las distancias en cada 

punto (a, b) entre T(|i(a), R(a, b)) y |x(b). En ambos casos se definen estas 

medidas utilizando una distancia generalizada no conmutativa, logrando que las 

distancias puntuales sólo sean positivas en los puntos en que la relación no 

satisface la propiedad puntual de ¡x-T-incondicionalidad. 

Estas dos formas de medir la )a,-T-incondicionalidad dan, en general, 

resultados diferentes para los mismos conjuntos borrosos, por lo que resulta 

interesante estudiar en qué casos los resultados coinciden. Se prueba que si se 

T elige una distancia generalizada no conmutativa a partir del complemento 1 -J 

de un operador residual de una t-norma continua T, ambos métodos de medir la 

¡x-T-incondicionalidad coinciden puntualmente, por lo que ambas familias de 

medidas son iguales. 

Es decir, para demostrar que ambas medidas resulten iguales al utilizar la 

T distancia 1-J se debe verificar, para toda t-norma continua, y para cada punto 

T 
(a, b) de EjXE2, que la distancia 1-J entre una relación borrosa R en el punto 

T (a, b) y su relación ¡i-T-incondicionalizada en (a, b) es igual a la distancia 1-J 

entre T(jj,(a), R(a, b)) y \i(h) en cada punto (a, b) de E^xEj, es decir, se debe 

verificar que J (R(a, b), Jp.̂  (a, b)) = J (T(|i(a), R(a, b)), |i.(b)) en cada punto 

(a, b) de E1XE2 para toda t-norma continua T. Una vez probado esto se pueden 

definir distintas medidas de ji-T-incondicionalidad de forma independiente al 

método utilizado. 
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Así mismo, al lograr este primer objetivo de unificación de ambos 

métodos, parece interesante estudiar de forma más detenida ejemplos de 

medidas de |X-T-incondicionalidad de los más conocidos operadores (tomando 

como caso particular EixE2=[0, l]x[0, 1]) para las t-normas principales, como 

por ejemplo, las medidas de ^.-T-incondicionalidad de los principales 

operadores de implicación residuales, S-implicaciones, QM-implicaciones y 

conjunciones que se utilizan para realizar inferencias borrosas sin saber, en 

muchos casos, si se verifica la propiedad de |j,-T-incondicionalidad. 

La definición de una única medida de |j,-T-incondicionalidad de 

relaciones borrosas también puede ser útil, simplemente para determinar si 

realizando inferencia con una determinada t-norma continua se generaliza el 

modus ponens clásico. 

Medidas de especificidad de Yager 

El concepto de medida de especificidad introducido por Yager [R. R. 

Yager; 1982] para medir la característica de los conjuntos borrosos consistente 

en parecerse a un conjunto clásico de un elemento y sólo uno. 

Si "x es A" es una proposición, entonces la especificidad de A debe 

entenderse como la cantidad de información útil o adecuada que contiene dicha 

proposición. Juega, por tanto, un papel importante en la ingeniería de la 

información al proporcionar una medida de la cantidad de información 

contenida en un subconjunto borroso. 

Las medidas de especificidad de Yager sobre un universo finito X son 

funciones Sp: [O, 1]"̂  -^ [O, 1] que verifican que la medida de especificidad de 

un conjunto borroso es uno si y sólo si A es un conjunto clásico de un único 

elemento, la medida de especificidad del conjunto vacío es cero, que medida de 

especificidad de un conjunto borroso crece si aumenta el mayor valor de 

pertenencia, y decrece si aumentan los otros valores de pertenencia. 
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Asimismo Yager introduce los conceptos de medida de especificidad más 

estricta, más crítica y medida de especificidad regular. 

-<-Medidas borrosas de especificidad en universos finitos 

Uno de los objetivos principales de esta memoria es intentar 

proporcionar una fórmula general de medida de especificidad que incluyese 

todas las medidas de especificidad que se encuentran en la literatura. A dicha 

expresión se le denomina -< -medida borrosa de especificidad. 

Dicha fórmula general de medida de especificidad ha sido definida 

mediante t-normas, t-conormas y negaciones. La expresión tiene un mayor 

interés, pues permite de forma muy sencilla generar gran, cantidad de medidas 

de especificidad combinando los conectivos más conocidos y obteniendo la 

expresión más interesante que pueda ser aplicada en cada caso concreto. 

Una aproximación a la idea de especificidad de Yager de que los 

conjuntos de mayor especificidad son los singletones podría ser expresada por 

una medida general inspirada por la siguiente expresión lógica: 'un elemento (el 

de mayor grado de pertenencia) y la negación de la unión del resto de 

elementos'. Esta idea se puede definir fácilmente con t-normas, t-conormas y 

negaciones como se hace en la formula propuesta a continuación. 

Se pretende que la especificidad de un conjunto borroso sea alta si "tiene 

al menos un elemento y no tiene mucho más que un elemento". Tener "al menos 

un elemento" se representa por el mayor valor de pertenencia a\; la cópula " j ^ ' 

por la t-norma Ti; y una medida del grado en que A "no tiene mucho más que 

un elemento" por N ( P A ) , donde PA = S j=2,..,d{T3(a/, w/)} indica que A "tiene 

mucho más que un elemento". 

Si A es un subconjunto borroso de un conjunto referencial finito X={e/} 

con d elementos, y si bi son los valores de pertenencia de los elementos de X tal 

que A(ei)=bi. Los valores de pertenencia 6 , G [ 0 , 1] se ordenan totalmente siendo 
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üj el j-ésimo mayor valor de pertenencia de A. Sea N una negación. Ti y T3 t-

normas, S una t-conorma generalizada, y sea {w;} un conjunto de pesos. Se 

define la -< -medida borrosa de especificidad como la aplicación ME definida 

sobre un subconjunto medible del conjunto de subconjuntos borrosos de X, 

3 c [ 0 , 1 ] ^ ME: 3 -^ [O, 1] definida por ME(A) = Ti(ai, N(S j=2,..,d{T3(a/-, w,)})) 

= Ti(a i , N ( P A ) ) . 

Se demuestra que la ^-medida borrosa de especificidad verifica las 

siguientes propiedades: la •<;-medida borrosa de especificidad de un singleton 

es uno, la -< -medida borrosa de especificidad del conjunto vacío es cero, crece 

cuando crece el mayor grado de pertenencia y decrece cuando crecen el resto de 

valores de pertenencia. Es decir, la •< -medida borrosa de especificidad verifica 

todos los axiomas de la medida de especificidad definida por Yager excepto que 

la medida sea uno si y sólo si el conjunto borroso es un singleton. 

Se dice que la -< -medida borrosa de especificidad es adecuada si toma el 

valor uno si y sólo si el conjunto borroso es un singleton, y estas ^-medidas 

borrosas de especificidad cumplen todos los axiomas de medida de 

especificidad de Yager. Se demuestra que una ^-medida borrosa de 

especificidad es adecuada si la t-norma T3 es positiva y el peso wt es distinto de 

cero. También se demuestra que si la t-norma T3 es de la familia de Lukasiewicz 

y el peso W2 es igual a uno entonces la -<; -medida borrosa de especificidad es 

adecuada. Estos resultados pueden resultar útiles, pues consiguen obtener 

criterios sencillos para construir medidas de especificidad de Yager 

seleccionando las t-normas y los pesos de la definición de -< -medida borrosa de 

especificidad. 

Se obtiene varios resultados interesantes de la definición de -<-medida 

borrosa de especificidad. Por ejemplo, si A y B son subconjuntos borrosos 

normales y A c B entonces ME(A) > ME(B). Si A y B son subconjuntos clásicos 

no vacíos de X y card(A) > card(B) entonces ME(A) < ME(B). Es decir, al igual 

que las medidas de especificidad de Yager, las -<-medida borrosa de 
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especificidad pueden entenderse sobre los conjuntos clásicos no vacíos como 

una medida inversa a la cardinalidad. Otras propiedades que pueden 

demostrarse son las siguientes: Si A es un subconjunto clásico con m elementos 

1< m <n entonces ME(A) = N(S{w2, ..., w^})-

Interesa también conocer cuándo una -< -medida borrosa de especificidad 

es regular, es decir, si X es el conjunto referencial su ^-medida borrosa de 

especificidad es cero. Se prueba que si A=X y Máx{w2, ..., w„} = 1 entonces 

d 

ME(X) = 0. Si A = X, S es la t-conorma de Lukasiewicz y ^ w ^ =1 , entonces 
j=2 

ME(X) = 0. 

Una expresión que resulta útil se obtiene si se denomina a la t-norma T3 

= A y S = v a s u t-conorma dual respecto de la negación ' entonces ME(A) -

Ti{«i, (a2'vw2')A...A(tír„'vw„')}, y si Ti = T3 = A entonces ME(A) = «1 A («2' v 

W2') A ... A (a„' V Wn). Esta expresión realmente da una idea de cómo la ^ -

medida borrosa de especificidad puede venir expresada de forma sencilla con 

conectivos lógicos. 

Si dos •< -medidas borrosas de especificidad ME y ME* son de la misma 

clase, es decir, si están definidas mediante las mismas t-normas Ti y T3, la 

misma t-conorma S y la misma negación N, y ME es más crítica que ME* 

entonces ME es más estricta que ME*. 

Se muestra cómo todos los ejemplos de medidas de especificidad 

utilizados por Yager son -<-medida borrosa de especificidad. Por ejemplo. La 

d 

medida de especificidad lineal de Yager definida por Sp(A) - a\ - ^Wj aj 

donde aj es ely-ésimo mayor valor de pertenencia de A y {wj} es un conjunto de 

pesos, es una ^-medida borrosa de especificidad tomando Ti la t-norma de 

Lukasiewicz, N la negación usual, S su t-conorma dual y T3 la t-norma 

producto. Ejemplos de las medidas lineales de especificidad de Yager más y 
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1 '' 
menos estrictas son Sp(A) - a\ - aiy Sp(A)= a\ V a-,, que también son 

n-\ ^ 

•< -medida borrosa de especificidad. 

Es interesante estudiar las medidas de especificidad desde la perspectiva 

de los problemas de toma de decisiones multi-criterio. La medida de 

d 

especificidad de Yager [Yager; 1990] definida por Sp(A) = Í ^ I ] ^ (kaj + (l-ay)) 
j=2 

donde k e [O, 1) puede ser útil para los problemas de toma de decisiones multi-

criterio, donde se requiere una medida de especificidad para conocer si existe 

un elemento con valor de pertenencia uno y todos los demás con valor cero. 

Claramente esta medida de especificidad de Yager puede ser generalizada por la 

d 

expresión ME(A) = «^iJJ (1- Wy<3,) donde wj e (O, 1], que también es una ^ -
j=2 

medida de especificidad tomando las t-normas y t-conorma del producto y la 

negación usual. Sin embargo ésta última < -medida borrosa de especificidad no 

es regular. 

-<-Medidas borrosas de especificidad en universos finitos definidas 

mediante familias de t-normas, t-conormas y negaciones. 

Es importante estudiar en qué casos las -<-medidas de especificidad son 

más o menos estrictas cuando las t-normas Ti y T3, la t-conorma S o la 

negación N son modificadas por otras diferentes. De esta forma se comprueba 

que si Ti<T'i entonces ME(Tj,N, S, T3)(A) es más estricta que 

ME(Ti,N, S, T3)(A). Si T3<T'3 entonces ME(T,,N, S, T3)(A) es menos estricta 

que ME(Tj,N, S, T3)(A). Si S<S' entonces ME(T,,N, S, T3)(A) es menos estricta 

que ME(Ti,N, S',T3)(A). Si N<N' entonces ME(Tj,N, S, T3)(A) es más estricta 

queME(T,,N', S,T3)(A). 
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Se estudian nuevas expresiones utilizando familias de t-normas, familias 

de negaciones y familias de t-conormas. La familia de t-normas de una t-norma 

T está formada por el conjunto de t-normas de la forma T<p(x, y) = (p"'(T((p(x), 

(p(y)) para toda función biyectiva (p:[0, 1] -^ [O, 1] con (p(0)=0 y (¡)(1)=1. 

Si definimos las -<-medidas borrosas de especificidad según las t-

normas, t-conorma y negación de la forma ME(Ti,N, S, T3)(A) = Ti(ai, N(S 2..d 

{T3(aj, Wj)})), se pueden demostrar algunos resultados utilizando las familias, 

como por ejemplo los siguientes: 

• ME (T„ N', (T*«)^, T3) (A) = ME (T„ N', (T<p)*''^ T3), T3)(A). 

ME(T„N', (T*"""-')^, T3) (A) = ME(T„N', ( T ^ r , T3)(A). 

*N 
• Si la negación N es involutiva se tiene que ME(TpN, (T '̂  ) , T3) (A) 

= Ti(ai, Tcp 2,.d{NT3(aj, Wj)}). 

• ME(T„N, S, T3,)(A) = Ti(ai, N(S 2..d{9'T3((p(aj), (p(wj))})) 

• ME(T„N, S,, T3^)(A) = Ti(ai, N(p-iS2..d{T3((p(aj), (p(Wj))}) 

• ME(T„N^, S,, T3^)(A) - Ti(ai, (p"'NS2..d{T3((p(aj), (p(wj))}) 

• ME(T^^,N^, S,, T3^)(A) = (p"'Ti(cp(ai), N S2..d{T3((p(aj), (p(wj))}) . 

Estas expresiones pueden proporcionar una enorme cantidad de ejemplos 

de ^-medidas borrosas de especificidad, muchas de ellas medidas de 

especificidad de Yager, que difícilmente se pudiesen haber imaginado sin la 

expresión de -< -medida borrosa de especificidad. 

28 Luis Garmendia Salvador 



Presentación y estructura de la memoria de doctorado 

-<-Medidas borrosas de especificidad en universos infinitos 

Yager define [Yager; 1998] una medida de especificidad en dominios 

^max 

continuos como Sp(A) = J F(M(A„)) da, donde a „ „ es el máximo grado de 

O 

pertenencia en A y F es una función definida de [O, 1] —> [O, 1] con las 

siguientes propiedades: F(0)=1, F(1)=0 y F(x) < F(y) < O si x>y. Propone un 

ejemplo sobre X = [O, 1] para el conjunto borroso siendo M una medida de 

Lebesgue-Stieltjes y F(z) = 1 — z. Explica como en algunos casos su medida 

sobre un conjunto borroso A puede verse según la expresión ttmax • 
b - a 

De forma análoga al caso finito, las medidas de especificidad de Yager 

sobre universos infinitos puede ser generalizada de la siguiente manera: 

Sea X un universo continuo. Sea A un subconjunto borroso de dicho 

universo cuyo máximo valor de pertenencia es amax y sea Aa su subconjunto de 

nivel a. Sean Ti y T2 dos t-normas y N una negación. Sea M una medida 

borrosa según Nguyen y Walker [Nguyen & Walker; 1996]. 

Se define la ^-medida borrosa de especifidad de un subconjunto borroso 

A sobre un conjunto referencial continuo por: 

ME(A) = Ti(a„,ax, N( j T2(M(Aa), da))) 

o 

donde la integral es una integral de Chaquet. 

El ejemplo de Yager es generalizable según esta nueva expresión 

tomando como T2 la t-norma producto, N la negación N(x)=l-x, Ti es la t-

norma de Lukasiewicz, y M es la medida de Lebesgue dada por la longitud. Se 
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observa que Yager introduce la negación, a la que nombra F, dentro del signo 

integral. Al utilizar en los ejemplos una función lineal para la negación N el 

resultado es el mismo que en nuestro caso. Sin embargo si se utiliza otra 

negación el resultado es distinto. 

Se demuestra bajo que condiciones la nueva expresión de ME es una ^-

medida borrosa de especificidad. 

Si la medida borrosa M verifica que M(B) = O si y sólo si B es el 

conjunto vacío o un conjunto clásico de un único elemento, N es una negación 

fuerte y T2 es una t-norma positiva entonces la -<-medida borrosa de 

especificidad es una medida de especificidad de Yager. 

Se comprueban propiedades como que si A es un conjunto clásico 

1 

entonces ME(A)=N(J T2(M(Aa), da)). 
o 

Es interesante observar que ME es una -^(-medida borrosa de 

especificidad regular. 

Se ofrecen numerosos ejemplos de las nuevas -<;-medidas borrosas de 

especificidad sobre universos continuos para diferentes conjuntos borrosos 

sobre dominios continuos, representando gráficamente dichos conjuntos y 

observando los valores de la ^-medida borrosa de especificidad. 

Finalmente se estudian distintas expresiones de ^-medidas borrosas de 

especificidad sobre universos infinitos obtenidas al sustituir una de las t-normas 

o la negación por otra de la familia definida mediante una biyección (p. Se 

confeccionan tablas que resumen los ejemplos de dichas transformaciones sobre 

algunos conjuntos borrosos representados sobre el intervalo [O, 1] que reflejen 

el efecto de dichas transformaciones en los resultados finales de -<;-medidas 

borrosas de especificidad. 
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^-Medidas borrosas de especificidad en universos infinitos utilizando 

la integral de Sugeno 

Se estudia el efecto de utilizar una integral de Sugeno en la definición de 

-<-medidas borrosas de especificidad sobre universos infinitos en lugar de 

utilizar la integral de Choquet. En este caso se demuestra que utilizando una 

integral de Sugeno, la -<-medida borrosas de especificidad sobre universos 

infinitos también es una medida de especificidad según Yager. 

Por ejemplo, si Ti y T2 son la t-norma mínimo, N es la negación usual y 

M es la medida de Lebesgue entonces utilizando la integral de Sugeno se 

obtiene que ME(A) = Mín(amax, 1-Sup a6[o, i] {Mín(M(Aa), a)}). 

Se ofi-ece otro cuadro con las -<-medidas borrosas de especificidad sobre 

universos infinitos utilizando la integral de Sugeno para las principales t-

normas y para los mismos conjuntos borrosos que se han utilizado 

anteriormente. 

•<-Medidas borrosas de especificidad bajo indistinguibilidades 

Las medidas de especificidad y -<-medidas borrosas de especificidad de 

un conjunto borroso o una distribución de posibilidad pueden ser utilizadas para 

medir un grado de utilidad de la información que contienen en un entorno de 

toma de decisiones. Cuando también se conoce una relación de T-

indistinguibilidad o una T-similaridad sobre el producto cartesiano del conjunto 

universal se incrementa la cantidad de información disponible y, por lo tanto, 

también aumenta la tranquilidad en la toma de decisiones, pues la T-

indistinguibilidad puede indicar que algunas de las decisiones son similares y el 

número de clases de opciones puede ser menor que el de opciones. 

Yager [Yager; 1991] introdujo el concepto de especificidad bajo 

similaridades a través del problema de la chaqueta: considérese el problema de 

decidir que chaqueta ponerse cuando se sabe que la temperatura es superior a 
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15°C. Esta información no es muy específica, pero si indica que chaqueta 

ponerse con tranquilidad, es decir, es una información específica a la hora de 

decidir una chaqueta. Para construir este nuevo tipo de medidas de 

especificidad, Yager utiliza en concepto de similaridad o Min-indistinguibilidad 

introducido por Zadeh [Zadeh; 1971]. El subconjunto de nivel a de una relación 

de similaridad S es una relación de equivalencia clásica denotada Sa- Sea TCa el 

conjunto de clases de equivalencia de S para un nivel a dado. Sea )a,a/S el 

subconjunto de clases de equivalencia de ít» definido de la siguiente forma: La 

clase 7Ca(i) pertenece a ¡Xa/S si existe un elemento x contenido en 7Ca(i) y en jXa-

Yager define la medida de especificidad de un conjunto borroso ji sobre una 

similaridad S como S„(u,/S) = da. 
J Card(\l^/S) 

Sin embargo esta definición sólo es válida cuando la información 

aumenta añadiendo una similaridad, pues si se utiliza una T-indistinguibilidad 

con otra t-norma T diferente del mínimo, el subconjunto de nivel a de una T-

indistinguibilidad S no es una relación de equivalencia clásica, por lo que la 

definición de Yager no es válida. 

Lo primero que debe hacerse para afrontar este problema es axiomatizar 

las medidas de especificidad bajo una T-indistinguibilidad S. Estas deben 

verificar que Sp({x} / S) = 1, Sp(0 / S) = O, Sp(^i / Id) = Sp(M,) y que Sp(|i / S) 

>Sp()j,). El primer axioma indica que si \i es un singletón entonces la medida de 

especificidad de ¡i. bajo S es 1. El segundo axioma muestra que cuando jii es el 

conjunto vacío entonces la especificidad de \i bajo S es 0. En este caso no se 

tiene información para tomar una decisión. El tercer axioma impone que cuando 

S es la relación identidad entonces la especificidad de ji bajo S es igual a la 

especificidad de |i, pues cada elemento de X es una clase de S. El cuarto 

axioma añade que cuando aumentamos nuestra información con una medida de 

T- indistinguibilidad, el grado de especificidad aumenta porque el número de 
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clases entre las que decidir puede ser menor al de opciones cuando algunas de 

estas son similares. 

Se ofrecen dos enfoques para la definición de nuevas medidas de 

especificidad bajo indistinguibilidades que verifiquen dichos axiomas. El 

primer enfoque se basa en ofrecer medidas definidas mediante fórmulas, por 

ejemplo, a partir de una familia de t-normas, t-conormas y negaciones, en cuyo 

caso se debe estudiar en que casos la medida obtenida es una -<;-medida borrosa 

de especificidad adecuada. 

La segunda se basa en definir algoritmos, por ejemplo, calculando la 

especificidad de las clases de la T-indistinguibilidad independientes de 

inferencia, es decir, calculando mediante un algoritmo algunas clases de cuyos 

elementos no se puedan inferir elementos de otra clase aplicando la regla 

composicional Sup-T con la T-indistinguibilidad. Cada clase puede ser 

representada por un elemento que los represente a todos, por ejemplo, el 

elemento Xi ji-T-S-representa la clase de Xj, y se denota Xi ^^-x-s Xj, si y sólo si 

T(|i(xi), S(xi, Xj))) > ^i(xj). 

Se demuestra que la relación clásica y^.-ís sobre XxX es una relación 

reflexiva y transitiva, es decir, es preorden clásica sobre XxX. De esta forma 

las clases independientes de inferencia están bien definidas y representadas por 

un único elemento. 

Es útil definir algoritmos que calculen estas clases independientes de 

inferencia y demostrar que la especificidad bajo indistinguibilidad, que se 

calcula mediante la especificidad de dichas clases, verifican los cuatro axiomas 

de medidas de especificidad bajo indistinguibilidades. 

Nueva medida de T-transitividad de relaciones borrosas 

La propiedad de T-transitividad es muy importante en el mundo de 

inferencia borrosa, pues es una propiedad necesaria para que una relación 
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borrosa sea un T-preorden, fundamental para que las consecuencias inferidas 

sean consecuencias según Tarski, o que una relación sea una similaridad o una 

T-indistinguibilidad, que pueda ser utilizada, por ejemplo, para clasificación 

borrosa o análisis cluster borroso. 

Existen varias maneras conocidas de obtener el famoso cierre T-

transitivo de una relación borrosa, que es una relación T-transitiva que contiene 

a la relación original. Sin embargo esta relación no tiene porqué ser la relación 

T-transitiva más cercana a la relación dada. 

Es interesante idear algoritmos que a partir de una relación borrosa nos 

proporcionen una relación T-transitiva incluida en la inicial. Sin embargo, 

pueden ser varias las relaciones T-transitivizadas incluidas en la inicial, 

mientras que el cierre T-transivo de una relación es único. 

Una vez se tiene definido un algoritmo para conseguir relaciones T-

transitivas ya es posible definir medidas de T-transitividad de relaciones 

borrosas midiendo la diferencia entre la relación borrosa y su relación T-

transitivizada mediante cualquier distancia o distancia generalizada, obteniendo 

una medida diferente a la que se obtendría midiendo la distancia entre la 

relación dada y su cierre T-transitivo. 

Se prueba que si el universo es finito, el nuevo algoritmo de T-

transitivización de relaciones borrosas es computable, y que la salida es una 

relación T-transitiva. 

Una vez se tiene la relación T-transitivizada Rj se definen unas nuevas 

medidas de T-transitividad baja de relaciones borrosas a partir de una distancia 

d y una t-conorma S como Mj-s'̂  ( R ) = 1- S(a, b)eExE{d(R(a, b), RT(a, b))} y se 

analizan sus propiedades. 
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Para terminar, el capítulo 5 recoge las principales conclusiones extraídas 

del trabajo realizado y algunos de los problemas que han quedado abiertos. 

La memoria se completa con un capítulo 6: "Apéndices" en el que se 

presenta un compendio de los conocimientos previos necesarios para 

comprender esta memoria, especialmente del concepto de medida borrosa. 

L4, NOTACIÓN 

A lo largo de este trabajo se empleará la siguiente notación: 

• Al conjunto referencial o universo se le denota por X, y en ocasiones 

por E. 

• Al subconjunto borroso en estudio se le denota por A, B... y también 

por |X. 

• Aa y fia denotan los subconjuntos de nivel a o a-cortes. 

• T denota una t-norma, N una negación y S o T* una t-conorma. 

• Por J^ se denota a la relación residuada definida mediante la t-norma 

T. 

• Por p se denota una a-álgebra de partes del conjunto referencial y por 

3 se denota el conjunto de subconjuntos borrosos medibles de un 

conjunto referencial. 
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CAPITULO 2: 

MEDIDAS DE |i-T-INCONDICIONALIDAD 

DE RELACIONES BORROSAS 

2.L INTRODUCCIÓN 

Las relaciones borrosas que se utilizan para hacer inferencia borrosa 

deben generalizar la propiedad del modus ponens. Una interesante manera de 

generalizar esta necesaria propiedad es mediante la propiedad de [X-T-

condicionalidad de relaciones borrosas [Trillas; 1993] (ver en el apéndice 6.4), 

que constituye una de las definiciones de modus ponens generalizado más 

coherente y reconocida mundialmente. 

En algunos contextos se han utilizado relaciones que no verifican esta 

propiedad para hacer inferencias. Por ejemplo, es muy común encontrar en 

muchas aplicaciones de la lógica borrosa que se hacen inferencias borrosas con 

la t-norma mínimo y una relación borrosa que no es |X-Min-condicional, como 

por ejemplo una relación borrosa basada en el operador residual J^. En este 

caso parece útil conocer hasta que punto se puede considerar que una inferencia 

realizada mediante dicha relación borrosa no generaliza el modus ponens. 

Incluso en algunos contextos dichas relaciones podrían ser utilizadas con éxito 

porque puedan favorecer otras características, como por ejemplo las basadas en 

la información obtenida, como la entropía o la especificidad de los conjuntos 

borrosos que se obtienen de dicha inferencia o la W-transitividad de la relación 

borrosa con la que se infiere, también muy deseable. Este capítulo ofrece 

resultados originales sobre cómo medir la propiedad de |j,-T-incondicionalidad 

(o no jX-T-condicionalidad) de relaciones borrosas, aportando y analizando 
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diferentes métodos que nos proporcionen una medida de la propiedad de ji-T-

incondicionalidad de una relación borrosa. 

En este capítulo se proponen dos maneras diferentes de construir 

medidas borrosas cuyo objetivo es medir en qué grado una relación satisface o 

no la propiedad de (x-T-incondicionalidad [Garmendia; 1997]. Un primer 

método consiste en calcular una distancia generalizada entre la relación borrosa 

R dada y la mayor relación borrosa fX-T-condicional contenida en R. El otro 

método consiste en calcular las distancias en cada punto (a, b) entre T(|i(a), 

R(a, b)) y |i(b). En ambos casos se definen estas medidas borrosas utilizando 

una distancia generalizada no conmutativa, logrando que las distancias 

puntuales sólo sean positivas en los puntos en que la relación no satisface la 

propiedad puntual de |j,-T-incondicionalidad. 

Se prueba que si se elige una distancia generalizada no conmutativa a 

T partir del complemento 1-J de un operador residual de una t-norma continua 

T, ambos métodos de medir la ji-T-incondicionalidad coinciden puntualmente, 

por lo que con ambas familias de medidas borrosas se obtiene el mismo 

resultado. 

2.2. PRELIMINARES. 

En este apartado se tratan algunas nociones previas que permitan facilitar 

la lectura del resto del capítulo 

Definición 2.2.1 

Se denomina Tĵ *̂  a la relación borrosa definida por: 

T / (a, b) = T(^i{a), R(a, b)). 
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Definición 2.2.2 

Se define la relación borrosa JH^(a, b) en cada punto como J (|a,(a), |x(b)), 

T T 
donde J es la operación residuada de la t-norma T, definida por J (x, y) = Sup 
{z: T(x, z) < y} (Ver apéndice). 

Se prueba que 1-J^ es una T*-distancia generalizada (Ver apéndice). 

Definición 2.2.3 

La relación ^.-T-condicionalizada de una relación borrosa R, que se 

denota por RQ , se define de la siguiente manera: 

[J¿(a, b) en otro caso 

Definición 2.2.4 

Se define la región de )j.-T-incondicionalidad de una relación borrosa 

como el subconjunto de EjXEj en que la relación no es |ii-T-condicional 

puntualmente, y se denota INCj^(R). 

Es decir, INC/(R) = {(a, b)e EjXEj tal que T(y.(a), R(a, b)) > |x(b)} 

= {(a, b) e EjXEj tal que TR^(a, b) > M.(b)} 

= {(a, b)6 EjXEj tal que R(a, b) > j / ( a , b)}. 

Observación: 

Algunas condiciones necesarias para que un punto (a, b) de EjXEj 

pertenezca a I N C / ( R ) son las siguientes: 
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(1) R(a, b) > Rc^"^ (a, b) = j / (a, b). 

(2) TR'^ (a, b) = T(^i(a), R(a, b)) > ^i(b). 

(3) ^(a) > ]i(b). 

Las condiciones (1) y (2) son necesarias y suficientes para que (a, b)elNCj^(R). 

Nomenclatura: 

Sea (p: [O, 1] x [O, 1] -^ [O, 1] una ñinción continua estrictamente 

creciente tal que (p(0)=0 y (p(l)=l 

Sea (pp,: E ^ [O, 1] el conjunto borroso definido por (p}x(a) = (p(p,(a)). 

Sea 9R: EjXEj -^ [0,1] la relación borrosa definida por (pR(a, b) = (p(R(a, b)). 

Utilizando las anteriores definiciones se denota: 

T(p(x, y) = (p -'T((p(x), (p(y)) 

J ^* (X, y) = Sup {z: T(p (x, z) < y} 

J^,'"' (a, b) = Sup {z: T<p (^(a), z) < ^(b)} 

(T(p)%(a, b) = T(p{ii(a), R(a, b)} 

J "̂cp n(a, b) = Sup {z: T((p)i(a), z) < (p!i(b)} 

(T)cp R ^̂^ (a, b) = T((pti(a), 9R(a, b)} 

j \ ( x , y ) = (p-^jT((p(x),(p(y)) 

donde (a, b) G EJXEJ y (x, y) e [O, l]x[0,1]. 
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Dado un conjunto borroso |i.: E -> [0,1], se define una nueva relación borrosa 

II2: EjXE2 -^ [O, 1] como [Xjía, b) = |Li(b). 

Es decir, )Li2 es la proyección sobre la segunda componente. 

2.3. ¡i-T-INCONDICIONALWAD DE RELACIONES 

BORROSAS. 

En este apartado se prueba que en cada punto (a, b) de EjXEj se verifica 

que J (R(a, b), J^^ (a, b)) es igual a J (TR^ (a, b), fXjĈ ' ^)) ' ^̂  1̂ ® permite 

unificar dos formas distintas de medir la incondicionalidad de relaciones 

borrosas. 

TEOREMA 2.3.1 

T Sea T una t-norma continua. La distancia 1-J entre una relación borrosa 

R en el punto (a, b) y su relación ¡x-T-condicionalizada en (a, b) es igual a la 

T 
distancia 1-J entre TR^(a, b) y (i2(aj b) en cada punto (a, b) de EjXE2. 

f-p rp 

Es decir, se verifica que j \ R ( a , b), j / (a, b)) = J'CTR^^ (a, b), ^2(a, b)) 

en cada punto (a, b) de EjXE2. 

La demostración es trivial a partir de los lemas 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 y 

2.3.5 en los que se prueba la igualdad para cada una de las t-normas continuas o 

familias de t-normas continuas. I 
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Lema 2.3.1 

Sea R una relación borrosa y sea }x: E -» [O, 1] un conjunto borroso. Se 

verifica que J^^"(R(a, b), J^ '"(a, b)) = J^^^((Min)R^^(a, b), ¡i^ia, b)) para todo 

(a, b)€ E1XE2. 

Demostración: 

J (R(a, b), J|a, (a, b)) 
jr(^'b) 

siR(a,b)<j;:'"(a,b) 

siR(a,b)>J7(a,b) 

.Min . . , , . . Li, , s . , X. í 1 si Min^ (a,b) < u(¿) 
r ' ' ^ ( ( M i n ) / ( a , b), ^2(a, b)) = ,,. . ̂ ^. l) ' ' "̂  , 

[ iJ,(h) SI Mm^ (a,b) > ii(b) 

Si (a, b) no pertenece a INC^j„^(R) entonces las condiciones (1) y (2) no 

se verifican, por lo que ambas expresiones son iguales a 1. 

Si (a, b) pertenece a INC^i„^(R) entonces: 

rMin/^r./ , X T Min^ , ^̂  _ -r Min^ , s J (R(a,b),J|j, (a,b)) - Jp , (a,b) 

[ 1 si / í(a)<M¿) 
\Kb) si/i(a)>/í(¿) 

por(l) 

por(3) 

Kb) por(2) 

Lema 2.3.2 

J^^^((Min)R^ (a, b), n(b)). I 

Sea R una relación borrosa y sea ^i: E -^ [O, 1] una relación borrosa. 
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Se verifica que J^^°^(R(a, b), J^^'*^^(a, b)) = J^''°^((Prod)RÍ^(a, b), \i^Í2i, 

b)) para todo (a, b) de EjXEj. 

Demostración: 

jP^«^(R(a, b), J^,P^°d(a, b » = \ 

1 

R(a,b) 

siR(a,b)<j;'°''(a,b) 

siR(a,b)>j;™''(a,b) 

r ' ^ °^ ( (Prod) / ( a , b), |i2(a, b)) = //(b) 

Prod^(a,b) 

siProd^(a,b)</i(¿) 

siProd^(a,b)>/i(¿) 

Si (a, b) no pertenece a INCpj.^¿^(R) entonces las condiciones (1) y (2) no 

se verifican, y por lo tanto ambas expresiones toman el valor 1. 

Si (a, b) pertenece a INCpj.^j^(R) entonces: 

jI'-V(a.b),j/-<'(a,b)) = í ^ 
R(a,b) 

por (1)y(3) 

/í(6) 

/í(a)R(a,b) 

(Prod)^(a,b) 
por(2) 

= j P ' ° V r o d ) / ( a , b ) , n ( b ) ) 

J^ ' °VProd)R^a , b), ^2(a, b)). I 
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Lema 2.3.3 

Sea W la t-norma de Lukasiewicz, sea ¡x: E —> [O, 1] un conjunto borroso 

y sea R una relación borrosa. Se verifica que 

J^(R(a, b), Jp^ia, b)) = 3'^((W)/'(a, h), [i^ia, b)) para todo (a, b) e E1XE2. 

Demostración: 

Si (a, b) no pertenece a INCi^^(R) entonces las condiciones (1) y (2) no 

se verifican, por lo que ambas expresiones toman el valor 1. 

Si (a, b) pertenece a INC^^(R) entonces: 

J^(R(a, b), J , i^(a , b)) = Min (1, 1- R(a, b)+ J ^ ^ ( a , b)) por (1) 

= 1 - R(a, b) + Min(l, 1 - ^L(a) + \x(h)) por (3) 

= 1 - R(a, b) + 1 - [i(a) + ^(b) 

= 1 - (ii(a) + R(a, b) - 1) + p,(b) (puesto que )4,(a)+R(a,b)-l>|i(b)>0) 

= 1 - Máx(0, ^i(a) + R(a, b) -1) + ^i(b) 

= 1 - W(|a.(a), R(a, b)) + ^i(b) por (2) 

= M í n ( l , l - ( W ) / ( a , b ) + M,(b)) 

j W ( ( W ) / ( a , b), |i(b)) 

J ^ ( ( W ) / ( a , b), \L,(a, b)). I 
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Proposición 2.3.1 

Sea R una relación borrosa, sea jj,: E —> [O, 1] un conjunto borroso, sea T 

una t-norma y sea cp: [O, 1] x [O, 1] —» [O, 1] una función continua estrictamente 

creciente tal que (p(0)=0 y (p(l)=l. Se verifica que 

(a, b ) e I N C T / (R) si y sólo si (a, b)eINCT^*^((pR). 

Demostración: 

(a, b) G INCT<P^(R) si y sólo si Tcp(|i(a), R(a, b)) > |i(b) 

si y sólo si (p-'(T((p(|i(a)), (p(R(a, b)))) > |x(b) 

si y sólo si T((p(|i(a)), (p(R(a, b))) > (p(^i(b)) 

si y sólo si T((p}i(a), (pR(a, b)) > (p)J.(b) 

si y sólo si (a, b) G INC^-^^^C^R). I 

Lema 2.3.4 

Sea T{p una t-norma de la familia del producto o de la familia de 

Lukasiewicz, sea R una relación borrosa y sea |i: E —> [O, 1] un conjunto 

borroso. Se verifica que 

j " ^ V ( a , b), i^%, b)) = j'^^((T(p)R^(a, b), |i2 (a, b)) para todo (a, b) e EjXE .̂ 

Demostración: 

Sea T la t-norma producto o la t-norma de Lukasiewicz. Al aplicar los 

lemas 2.3.2 y 2.3.3 a la relación borrosa (pR y al conjunto borroso (p)!, se tiene 

que 
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jT((pR(a, b), Jcp J ( a , b)) = J'^((T)^J,'P^'(a, b), (p̂ iaCa, b)). 

Veamos que esta condición es necesaria y suficiente para que 

jT^(R(a, b), J,i'^^(a, b)) = j'^'P((T(p)R^(a, b), ^2(a, b)), 

con lo que el resultado quedará demostrado para todas las t-normas de la 

familia del producto y paqra todas las t-normas de la familia de Lukasiewicz. 

j'^((pR(a, b), Jcp J ( a , b)) = j'^((T)<p/^(a, b), (p|i2(a, b)) si y sólo si 

j'^((pR(a, b), J^iwia), cp^(b))) = j '^ ( (T)cp/^a , b), (p î2(a, b)) si y sólo si 

T T T 
J ((pR(a, b), J ((plJ,(a), (p|x(b))) = J (T((p|i(a), (pR(a, b)), (p\L2(a, b)) si y sólo si 

f-p í-p IT-1 

J ((pR(a, b), 99 "̂  J ((p|i(a), (p|J.(b))) = J (99 "^T(9|j,(a), 9R(a, b)), 91X2(a, b)) si y sólo si 

J (9R(a, b), 9 J (p (n(a), \i(h))) = J (9T(p(^(a), R(a, b)), 9M'2(a, b)) si y sólo si 

J (9R(a, b), 9 J (p (^i(a), |i(b))) = J (9(T(p)R^(a, b), 9^2(a, b)) si y sólo si 

9 "̂ J (9R(a, b), 9 J (p (^i(a), |J,(b))) = 9 "̂ J (9(T(p)j^^(a, b), 9 î2(a, b)) si y sólo si 

J9'^(R(a, b), j ' ^9 (Ka), |i(b))) = J9'^((T9)/(a, b), î2(a, b)) si y sólo si (por (a)) 

j'^'P(R(a, b), J^ V ( a ) , |x(b))) = j '^^((T(p)/(a , b), ^2(a, b)) si y sólo si 

jT'P(R(a, b), ]^J%, b)) = J^^((T(p)/(a , b), |i2(a, b)). 

Para el paso (a) se debe demostrar que J 9 = J ^ 
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J % (x, y) = 9 -ij'^((p(x), (p(y)) 

= (p-^Sup{z:T((p(x),z)<(p(y)} 

= (p -^Sup{(p(z): T((p(x), (p(z)) < (p(y)} 

= Sup{z:T(9(x),(p(z))<9(y)} 

-Sup{z:9-^T((p(x), (p(z))<y} 

= Sup{z: T(p(x, z) < y} 

= J ^ ^ x , y). • 

Proposición 2.3.2 

Sea T una t-norma suma ordinal. Si x, y e [ai, bi] entonces T(x, y) e [ai, bi]. 

Demostración: 

Como cualquier t-norma T es monótona, y como si T es una suma ordinal 

entonces T(ai, ai) = ai y T(bi, bi) = bi, por lo que ai = T(ai, ai) < T(x, y) < T(bi, bi) = bi. 

I 

Proposición 2.3.3 

Sea T una suma ordinal definida por una familia de t-normas 

arquimedianas Tî  {Ti: ieJ} y una familia de intervalos disjuntos {(ai, bi): ie 

J}, es decir, sea 

T(x, y) = \ 
a , + ( b , - a J T , ( ^ , ^ ) si (x,y)€ [a,, bj^ 

b-a b-a 

Min(x,y) en otro caso 

La operación residual de una suma ordinal T es la siguiente: 
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j V , y ) -Sup{z:T(x,z)<y) 

1 si x < y 

y si x>y y (x, y ) í [aj jbi] para todo i e J 

a; + (bi-ai)J"- {^^^,^p^) si x>y y (x, y) € {^„h,] 

Demostración: 

1) Si X < y, entonces las operaciones residuadas toman el valor 1. 

2 T 
2) Si x>y y (x, y) ¿ [ai, bi] entonces J (x, y) - y. Se demuestra por 

casos: 

T 
2.1) Si x g [ai, bi], entonces J (x, y) = Sup{z: T(x, z)<y} 

= Sup{z: Min(x, z) <y} = y. 

T 
2.2) Si X e [ai, bi] y y é [ai, bi], entonces z = J (x, y) no pertenece a 

[ai, bi]. La demostración es por reducción al absurdo. Como y<x, 

T entonces y<ai y si z = J (x, y) estuviese en [ai, bi], entonces, por el lema 

2.3.1 se tiene que T(x, z) también pertenecería al intervalo [ai, bi], lo 

cual contradice que T(x, z)<y. Luego como Z6É [ai, bi] la t-norma T es el 

T mínimo y J (x, y) = Sup{z: T(x, z) < y} = Sup{z: Min(x, z)<y} = y. 

2 T 
3) Si x>y y (x, y)e[ai, bi] entonces J (x, y)e[ai, bi]. Por reducción al 

T T 
absurdo, si z = J (x, y) no estuviese en el intervalo [ai, bi] entonces J (x, y) = 
Sup{z: T(x, z) < y} = Sup{z: Min(x, z) < y} = y, lo cual contradice que y 

T pertenezca a [ai, bi]. Así pues, en este caso: J (x, y) = Sup{z: T(x, z) < y} = 
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Sup{z: ai+(bi - ai)Ti 
' x-a . z-a; 

V^i -^ i ' b i -a iy 
^y} 

Sup{z: T] X - a. z - a,-
V^i-aj bi-ajy 

v-a-
< ^ ' } 

b -a 
1 1 

{z: - ^ 1 ^ = jTi 
b; -Si, 

x-ai y-a; 
. b- -a- b- -a- , \ 1 1 1 1 / 

= ai + (bi - ai) J Ti x-ai y-a; 
V^i-ai bi-a¡y 

Definición 2.3.5 

Sea R una relación borrosa. Se dice que la relación borrosa Rjí es la 

relación restringida de R al intervalo li = [ai, bi], y se define por Rli(a, b) = 

R(a,b)-ai 

b i -a ; 

Definición 2.3.6 

Sea |X un conjunto borroso. Se dice que el conjunto borroso |iii es el 

j"(a)-ai 
conjunto restringido de |j, al intervalo [ai, bi], y se define por |ili(a) = 

b . -a . 

Lema 2.3.5 

Sea R una relación borrosa, sea \i un conjunto borroso y sea T una suma 

ordinal. Se verifica que 

J-^(R(a, b), J{x^(a, b)) = J-^(TR^(a, b), 1X2(3, b)) para todo (a, b) e EjXEj. 

Demostración: 
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1) Si R(a, b) < J|j. (a, b), es decir, si (T)R^(a, b) < iijía, b), entonces 

j'^(R(a, b), J^^(a, b)) = j ' ^ ( T / ( a , b), \i^{2i, b)) = 1. 

Este primer punto incluye el caso en que fx(a) < fx(b). 

T En los demás casos se supone que R(a, b) > Jjj, (a, b), por lo que ¡j,(a) > 

|i(b). 

2) Si jx(b) g [ai, bi] entonces por la proposición 2.3.2, caso 2.2 se tiene que: 

jT(R(a, b), j / ( a , b)) = j'^(R(a, b), j '^(n(a), ^i(b)) 

= jT(R(a, b), ^i(b)) 

= ^i(b) 

= j ' ^ ( T / ( a , b), ^i(b)) 

= J ^ ( ( T ) / ( a , b), H2(a, b)). 

3) Si |i(a), |i(b)e [ai, bi] y R(a, b)¿ [ai, bi], entonces por la proposición 

T T T 
2.3.3 se verifica que J (R(a, b), J|j, (a, b)) = Jji (a, b) 

= jT(^(a), ^i(b)) (b) 

= J^(Min(^(a), R(a, b)), ^(b)) 

= j'^(T(^i(a), R(a, b)), |i(b)) 

= j'^(TR^^(a, b), ^2(a, b)). 
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(b) T(]j.(a), R(a, b))>jj,(b), por lo que R(a, b))>[J,(b), pero como R(a, b)g [ 

ai, bi], se tiene que ai < jj,(b) < |x(a) < bi < R(a, b)), y Min(|a,(a), R(a, b))=|a,(a). 

4) Si R(a, b), |Li(b) pertenece al intervalo [ai, bi] y |J-(a)g [ai, bi], entonces 

J V ( a , b), J,i'^(a, b)) = j'^(R(a, b), j'^(|i(a), ^(b)) 

= jV(a,b),^(b)) (c) 

= j'^(Min(|i(a), R(a, b)), ^i(b)) 

= j V ( ^ ( a ) , R ( a , b ) ) , | i ( b ) ) 

= j'^(TR^(a, b), H2(a, b)). 

(c) T(|i(a), R(a, b))>^(b), por lo que R(a, b))>|i(b) y 

ai < |Li(b) < R(a, b) < bi < |x(a), así pues Min(|i(a), R(a, b)) = R(a, b). 

5) Si |Li(b)e[ai, bi] y |a.(a), R(a, b) no pertenecen al intervalo [ai, bi] 

entonces 

J V ( a , b), J,^'^(a, b)) = jT(R(a, b), J V ( a ) , ^(b)) 

= |i(b) (d) 

= j'^(T(^(a), R(a, b)), |i(b)) 

= J ^ ( T / ( a , b), |i2(a, b)) 

(d) Por la proposición 2.3.2, como |i(a), R(a, b) no pertenecen a [ai, bi], 

se verifica que T(fx(a), R(a, b)) no pertenece a [ai, bi]. 
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6) Si |i(a), lJ.(b), R(a, b)e [ai, bi] entonces por la proposición 2.3.3, caso 3, 

se verifica que: 

j'^(R(a, b), J^'^(a, b)) = j'^(R(a, b), ai+(bi-ai) j ' ^ ' 
| i (a)-ai ^i(b)-ai 

b i - a i b i - a j 
) 

ai+(bi-ai)J Ti R(a, b)-ai J\ii^)-d.^ \j^)-di^^^ 

bi-ai 
-,J^ 

bi-ai bi-ai ^ 

rTi = ai+(bi-ai) J^'(R„(a,b),Jj;^(a,b)) (e) 

= ai+(bi-ai) í^\ (Ti)^'; (a, b), mi(b)) 

ai+(bi-ai)j '^\ Ti 
ja,(a)-ai R(a,b)-a¡ 

b i - a i ' b i - a i ^ 

l-i(b)-ai 

bi-ai 
) 

= j'^(ai+(bi-ai)Ti 
p,(a)-ai R(a, b ) -a i 

V b j - a ; b i - a j 
,^i(b)) (f) 

= J V(R(a), R(a, b)), H(b)) 

= j ' ^ ( T / ( a , b), ^2(a, b)). 

(e) Las t-normas arquimedianas verifican que 

j'^(R(a, b), J^'^(a, b)) = j ' ^ ( T / ( a , b), ^^(a, b)). 

por lo tanto, la relación borrosa Rji restringida de R al intervalo [ai, bi] y el 

conjunto borroso jiü restringido de jj, al intervalo [ai, bi] verifican que 

TT Í / TTÍ J ^ ̂ (R,i(a,b), Jj_̂  (a,b)) = J ̂  \(Ti) ;̂: (a, b), |iii(b)) para cualquier t-norma Ti 

52 Luis Garmendia Salvador 



Medidas de incondicionalidad 

(f) Por la proposición 2.3.2 se verifica que: 

|a,(a)-ai R(a,b)-ai 
T(|ii(a), R(a, b)) = ai+(bi-ai)Ti 

^ b i - a j b i - a j ^ 
e[ai, bi]. I 

2,4, MEDIDAS DE li-T-INCONDICIÓNALIDAD DE 

RELA CIONES BORROSAS, 

La jX-T-incondicionalidad de relaciones borrosas se puede medir 

calculando las diferencias en cada punto entre la relación dada y la relación jj,-

T-condicionalizada o bien calculando la diferencia en cada punto entre la 

relación Tj^^ y la relación proyección {4.2. Mediante el teorema anterior se ha 

probado que si dichas diferencias puntuales se calculan mediante la T*-

distancia generalizada 1-J^ entonces ambas formas de medir coinciden. En este 

apartado, aprovechando dicho resultado, se definen la medida Mj y M ' T de ¡x-T-

incondicionalidad. 

Proposición 2.4.1 

Sea 3 * = ([O, 1], T*, <, 0) un semigrupo conmutativo ordenado con 

elemento neutro 0. Sea Q. el conjunto de relaciones borrosas R: E1XE2 -^ [O, 1]. 

La función dx: QxQ ^ [O, 1 ] definida por 

dxíR, R') = Sup {1 - J^(R(a, b), R'(a, b))} 
(a,b)€EiXE2 

es una T*-distancia generalizada en el espacio métrico (Q, 3 * , d). (Ver 

apéndice) 

Demostración: 
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Por ser 1-J^ una T*-distancia generalizada en [0,1] se tiene que 

(I) 1- J'^(x, x)=0. 

(II) T * ( l - A x , y) , 1-J%, z) ) > 1 - J V , Z)-

áj(K, R') es una T*-distancia generalizada, pues: 

l )dT(R ,R)= Sup {l-jT(R(a,b),R(a,b))} (I) 
(a,b)€EiXE2 

= Sup {O, .. , 0} = O 
(a,b)eEiXE2 

2) T*( dT(Ri, R2), dT(R2, R3)) 

T*( Sup {l-r(Ri(a,b),R2(a,b))}, Sup {l-r(R2(a,b),R3(a,b))}) 
(a,b)eE|XE2 (a,b)eE|XE2 

> Sup { T*(l-J^(Ri(a,b), R2(a,b)) , l-J^(R2(a,b), R3(a,b)) )} (II) 
(a,b)€E,xE2 

> Sup {l-J^(R,(a,b),R3(a,b))} 
(a,b)€E]XE2 

= dT(Ri,R3). • 

Definición 2.4.1 

Dada una t-norma continua T, se define la medida borrosa de |J,-T-

incondicionalidad de relaciones borrosas M T como 

M T ( R ) = dxCR, 3^) = Sup {1 - j'̂ 'cRCa, b), J '̂̂ Ca, b))} 
(a,b)eEiXE2 

Proposición 2.4.2 

Si ]i es un conjunto borroso normal y que alcanza el valor cero (o si se 

verifica que el supremo de |j, es igual a 1 y el ínfimo de jx es igual a 0) entonces 
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MT es una medida borrosa monótona respecto de la inclusión [Nguyen-Walker; 

1996]. 

Demostración: 

1. Si R=0 entonces Mx(0) = O, pues como 0(a, b) = O para todo (a, b) de 

T 
E1XE2 entonces T{0(a, b), z} = T{0, z} = O < Jjj, (a, b) para todo z, luego 

J^(0 (a, b), J^'^(a, b)) = Sup {z: T{0(a, b), z} < J^'^(a, b)} = 1, y por 
(a,b)eEiXE2 

tanto M T ( 0 ) = dT(0, J^^) = Sup {l-j'^(0 (a, b), J^^(a, b))} = 1-1 = 0. 
(a,b)eEiXE2 

2. Veamos cuál es el máximo valor alcanzado: Si R(a, b) = 1 para todo 

T (a, b) de E1XE2 entonces T{R(a, b), z} = T{1, z} = z < J|x (a, b), 

luego j'^(R(a, b), J^'^(a, b)) = j ' ^ ( l , J,j,^(a, b)) = J^'^(a, b), y por 

tanto M T ( R ) = dxíR, J^^) = Sup {l-J^(R(a, b), J^-^(a, b))} = 
(a,b)eEixE2 

Sup { l - j / ( a ,b )} 
(a,b)eE|XE2 

T 
Si |x alcanza los valores O y 1 entonces J (1 , 0) = O, luego entonces 

T 
Sup {1- J|x (a, b)} = 1. Si jj, verifica que el supremo de ¡x es igual 

(a,b)eE,xE2 

T a 1 y el ínfimo de ¡j, es igual a O entonces Sup {1- Jji (a, b)} = 1. 
(a,b)€E]XE2 

Si ^ no fiiese normal y no alcanzase el valor O, se podría normalizar 

T denominando A = Sup {1- J|i, (a, b)} y definiendo M T ( R ) = dxCR, 
(a,b)6E,xE2 

J^T) / A. 
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3. Si R c R' entonces R(a, b) < R' (a, b) para todo (a, b) e E1XE2, entonces 

T{R(a, b), z} < T{R'(a, b), z}, luego Sup {z: T{R(a, b), z} < Jp,'̂ (a, b)} 
(a,b)eE,xE2 

T es mayor o igual al Sup {z: T{R'(a, b), z} < Jjj, (a, b)}, por lo que: 
(a,b)eEiXE2 

MT(R) = dT(R,J,j,'^)= Sup { l - jV(a ,b ) , J ¡a ,Vb) )} 
(a,b)€EiXE2 

< Sup {l-j'^(R'(a, b), J^'^(a, b))} = ár(K\ JyJ) = M T ( R ' ) 
(a,b)eE¡xE2 

Luego M T es una medida borrosa monótona respecto de la inclusión 

según A'gMjen-JFa/^er [Nguyen-Walker; 1996]. • 

Corolario 2.4.1 

La medida borrosa de |j,-T-incondicionalidad de relaciones borrosas M j 

se puede calcular como 

M T ( R ) = dT( (T) / , 1I2) = Sup { l - j ' r ( (T ) / ( a ,bX | i2 (a ,b ) )} . 
(a,b)GE,xE2 

La demostración es trivial a partir de la definición 2.4.1 y el teorema 

2.3.1. I 

Ejemplo de medida borrosa de ¡i-T-incondicionalidad Mj de relaciones 

borrosas discretas. 

Sea \i un conjunto borroso sobre E = {a, b, c} con los siguientes valores 

de pertenencia: 

(X= {0.2/a, 0.5/b, 0.8/c}. 
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Sea R: ExE ^ [O, 1] la relación borrosa definida por la siguiente matriz: 

RfiXE — 
a 
b 
c 

a 
(\ 

0.6 
0.3 

b 
0.1 
1 

0.7 

c 
0.9 "l 

0.4 
1 

Caso 1: t-norma mínimo 

Tomando como T la t-norma mínimo, el operador residual Jjx viene 

representado por la matriz: 

r 1 1 O 

0.2 1 1 

0.2 0.5 1^ 

La medida borrosa de (i-Min-incondicionalidad de relaciones borrosas 

MMin se calcula como 

MMin( R ) = dMin(R, J^i^'"") - Sup {1-J ^^» (R(a, b), J^ ^ ^ " (a, b))} 
(a,b)€E,xE2 

Sup {1-J ^^^( 0.6, 0.2), 1-J ^^^(0.3 , 0.2), 1-J ^^^(0.7, 0.5)} 

l - j M > . 6 , 0 . 2 ) 

= 0.8 

por lo tanto R no es una relación |a,-Min-condicionalidad. 
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Caso 2: t-norma producto 

Tomando como T la t-norma mínimo, el operador residual J|j, ^'^ viene 

representado por la matriz: 

M 1 l^ 

0.4 1 1 

0.25 0.625 1 

La medida borrosa de |j,-Prod-incondicionalidad de relaciones borrosas 

Mprod se calcula como 

Mprod( R ) = dprod(R, 1^1 '̂°" )̂ = Sup { l - jP '°^ (R(a, b), J^^^^^^ (a, b))} 
(a,b)eEiXE2 

Sup {l-J^'^^^í 0.6, 0.4), l - J ^ ^ ° V - 3 , 0.25), l - J^^°V-7 , 0.625)} 

1-J^^°^(0.6, 0.4)} 

0.333 

por lo tanto R no es una relación |x-Prod-condicional. 

Caso 3: t-norma de Lukasiewicz 

Tomando como T la t-norma de Lukasiewicz, el operador residual Jix 

viene representado por la matriz: 

W 

M 1 O 
0.7 1 1 

0.4 0.7 1 
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que es mayor que la relación R, por lo que la medida borrosa de |i-W-

incondicionalidad de relaciones borrosas Mprod se calcula como 

Mw( R ) = dprodíR, J^i^) = Sup { l - jW(R(a ,b ) , J ¡x^ (a ,b ) )} 
(a,b)eE,xE2 

= Sup {1-1, . . , 1-1}= O 

lo cual indica que R es |i-W-condicional, lo que es de esperar, pues es una 

relación contenida en la mayor relación |i-W-incondicional J^ . 

Definición 2.4.2: 

M'T(R) = \\ (1 - J^(R(a, b), J,i'^(a, b))).da.db 
(a,b)eE,xE2 

Comentario 

\j2i medida borrosa de ji-T-incondicionalidad de relaciones borrosas M j se 

basa en el supremo, por lo que toda la medida se basa en la ^-T-

incondicionalidad en un solo punto (a, b). Esta medida borrosa M ' T basa la 

medida en distancias 1-J^ en todos los puntos en que la relación no es |J,-T-

condicional, permitiendo, en el caso de que la relación sea una superficie, 

introducir una medida de |i-T-incondicionalidad como un volumen. 

Proposición 2.4.3: 

M ' T es una medida borrosa monótona respecto de la inclusión [Nguyen-

Walker; 1996]. Y si la medida de EixEa es uno entonces M ' T ^ 1 . 

Demostración: 

1) Si R = 0 entonces M ' T ( 0 ) = O, pues como 0(a , b) = O para todo (a, b) de 

T E1XE2 entonces T{0(a, b), z} = T{0, z} = O < J^, (a, b) para todo z, luego 
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j '^(0 (a, b), J^'^(a, b)) = Sup {z: T{0(a, b), z} < J^'^(a, b)} = 1, y por 
(a,b)eE,xE2 

tanto M ' T ( 0 ) = W (1-1) = 0. 
(a,b)eE]XE2 

2) Si R c R' entonces R(a, b) < R' (a, b) para todo (a, b) e E1XE2 entonces 

T{R(a, b), z} < T{R'(a, b), z}, luego Sup {z: T{R(a, b), z} < J^^(a, b)} 
(a,b)6EiXE2 

T es mayor o igual al Sup {z: T{R'(a, b), z} < Jp, (a, b)}, por lo que: 
(a,b)6EiXE2 

M'T(R) = \\ (l-j'^(R(a, b), J^'^(a, b))) 
(a,b)eEiXE2 

< Jl (l-J^(R'(a, b), j / ( a , b))) = MT{R-) 
(a,b)eE|XE 

El máximo valor depende de la medida de E1XE2 

Luego M ' T es una medida borrosa según Nguyen-Walker [Nguyen-

Walker; 1996]. I 

Corolario 2.4.2: 

La medida borrosa de ¡x-T-incondicionalidad de relaciones borrosas M'x 

se puede calcular como 

M'T(R) = \\ (1- J ^ ( T ) / ( a , b), ii2(a, b))).da.db 
(a,b)eE,xE2 

La demostración es trivial a partir de la definición 2.4.2 y el teorema 

2.3.1. 

60 Luis Garmendia Salvador 



Medidas de incondicionalidad 

Definición 2.4.3 

Para toda t-norma continua T, el k-q-momento de ^i-T-

incondícionalídad de una relación borrosa R se define como 

\\ a\b''.(l-J^(R(a, b), J^^(a, b))) da.db. 
(a,b)sEixE2 

Esta definición generaliza la medida borrosa M ' T . 

Corolario 2.4.3 

Para toda t-norma continua T, el k-q-momento de |x-T-incondicionalidad 

de una relación borrosa R se puede calcular mediante la expresión 

\\ a^b' .̂ (1- J^((T)R^a, b), ^2(a, b))) da.db. 
(a,b)€E, xEj 

La demostración es trivial a partir de la definición 2.4.2 y el teorema 

2.3.1.1 

2,5, EJEMPLOS DE MEDIDAS M'T DE n^T-

INCONDICIONALIDAD DE OPERADORES 

Los operadores son relaciones borrosas sobre el universo EixE2=[0,l] x 

[0,1]. Los siguientes ejemplos muestran el cálculo de algunas medidas M ' T de 

incondicionalidad de los principales operadores de implicación. En todos ellos 

se toma como conjunto borroso }X el conjunto borroso identidad sobre el 

universo [O, 1], es decir, una función |i:[0, 1]—>[0, 1] tal que |Li(x)=x. 

Se ofi-ece una tabla con las medidas M ' T de |x-T-incondicionalidad de 

conocidos operadores de implicación residuales, S-implicaciones, QM-
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implicaciones, conjunciones y el mayor operador para las t-normas mínimo, 

producto y Lukasiewicz: 

Operador 

Godel(x,y) = J^ '"(x,y)=|l '^^^y 
[y si X > y 

Goguen(x,y) =J'^""'= I i six<y 
\y / X si X > y 

Kleene-Dienes(x, y) = Max(l-x, y) 

EarlyZadeh(x, y) = Max(x, Mm(x, y)) 

Reichenbach(x, y) = 1-x+xy 

Maindaiii(x, y)= Min(x, y) 

Producto (x, y) = xy 

Operador Constante 1 

(siempre toma valor 1 -el más î-T-

incondicional posible-) 

T = Mínimo 

0 

1 
3 

5 
24 

5 
24 

1 
3 

0 

1 
3 

1 
3 

T = Producto 

0 

0 

1 
30 

1 
30 

3 
— 2/?2 2 s 
2 

0.1137 

0 

0 

1 
4 

T= Lukasiewicz 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

6 

Tabla 1: Medidas M'x de Id-T-incondicionalidad de operadores 
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Se han calculado también las mayores medidas M ' T de Id-T-

incondicionalidad para las t-normas mínimo, producto y Lukasiewicz utilizando 

para ello el operador constante 1 que es el más Id-T-incondicionalidad posible. 

Los cálculos de las medidas M ' T de Id-T-incondicionalidad de algunos de estos 

operadores se ofrecen a continuación. En ellos se observa gráficamente las 

regiones de Id-T-incondicionalidad que son las coloreadas. 

Observación: 

El cálculo de las medidas M ' T de Id-Min-incondicionalidad depende 

exclusivamente de la región de Id-Min-incondicionalidad de los operadores, 

pues la distancia 1-J^'" que se utiliza siempre toma el valor 1-y en los puntos en 

que el operador no es Id-Min-incondicional. Para el resto de t-normas las 

medidas M ' T de Id-Min-incondicionalidad no dependen exclusivamente de la 

región de Id-T-incondicionalidad. 

Ejemplo 2.5.1: Implicación de Gódel 

El operador de implicación de Gódel se define como Gódel(x, y) = 

{1 si x < y 
, es decir, la función de implicación de Godel es el operador 

y s i x > y 

residual de la t-norma mínimo, denotado por j " ^ ^ " . 

Se representan gráficamente sus valores sobre EixE2=[0, l]x[0, 1] y 

como una superficie en las figuras siguientes: 
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° 0-2 0475^ 0.8 10 

Fig. 2.5.1.1: Operador de implicación de 

Godel 

Fig. 2.5.1.2: Operador de implicación de 

Gedel visto como una superficie. 

Por ser la función de implicación de Gódel el operador residual de la t-

norma mínimo resulta que es una relación |j,-Min-condicional, por lo que es jx-

T-condicional para toda t-norma T y por tanto todas sus medidas Mj y M ' T de 

^-T-incondicionalidad toman el valor cero. 

Ejemplo 2,5,2: Implicación de Goguen 

El operador de implicación de Goguen se define como 

Goguen(x, y) = 
r 1 si X < y 

\yIX s iX>y ' 

es decir, la función de implicación de Goguen es el operador residual de la t-
Prod norma producto, denotado por J 

Se representan gráficamente sus valores sobre E1XE2 = [O, l]x[0, 1] y se 

representa también como una superficie en las figuras siguientes: 
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O.E 

O.E 
y 

0.; 

1 / 
^ r 

y^ Y/x 

!r'o.5 o.4,o.'nTr"r ° °-2 O ^ Ó : 6 ~ 0 , 8 - ^ 

Fig. 2.5.2.1: Operador de implicación de 

Goguen 

Fig. 2.5.2.2: Operador de implicación de 

Goguen visto como una superficie. 

Por ser la función de implicación de Goguen el operador residual de la t-

norma producto, es una relación |i-Prod-condicional, por lo que también es | i-

W-condicional y todas sus medidas M j y M ' T de |i-Prod-incondicionalidad y de 

|X-W-incondicionalidad toman el valor cero. 

Para estudiar la | i-Min-incondicionalidad de la implicación de Goguen, 

se utiliza el método de calcular la distancia 1-J^'" entre Min{|J.(x), Goguen(x, 

y)) y P-íy)^ ^s decir, la distancia entre Min(x, Goguen(x, y)) e y. 

La expresión Min(x, Goguen(x, y)) se expresa gráficamente como sigue: 

° 02-^4706 OS io 

Fig. 2.5.2.3: Expresión Min(x, Goguen(x, y)) Fig. 2.5.2.4: Superficie de la expresión 

Min(x, Goguen(x, y)). 
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La medida M'MÍII de jx-Min-incondicionalidad de la implicación de 

Goguen se calcula utilizando el corolario 2.4.3 como 

rMin 

(x,y)€E|XE2 

\\ (1 - J^^" (Min(x, Goguen(x, y)), y)) dxdy 

\\ ( l - j M ^ x , y ) ) d x d y + \\ ( l - j M i ^ x , y ) ) d x d y + 
0<x<y<l 0<x^<y<x<í 

+ l\ (l-jM^^>^,y))dxdy 
0<y<x^<l 

= \\ (1-1) dxdy + \\ ( l - y ) d x d y + \\ (1-y) dxdy 
0<x<y<l (i<}i?<y<x<\ 0<y<x^<i 

= ]] (l-y)dydx=^. 
o o 

Se comprueba que al calcular medida M'MÍÜ de |i-Min-incondicionalidad 

de la implicación de Goguen por la fórmula de la definición 2.4.2 el otro 

método se tiene el mismo resultado: 

\\ (1- J^^^ (Goguen(x, y), l^'\x, y) dxdy 

= \\ ( l - l ) d y d x + \\ ( 1 - J ^ ^ ^ ( ^ , y ) ) d y d x 
0<x<y<l 0<j<;c<l 

\] (l-y)dydx=^. 
0 0 ^ 
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Ejemplo 2.5.3: Implicación de Kleene-Dienes. 

El operador de implicación de Kleene-Dienes se define como: 

Kleene-Dienes(x, y) = Max(l-x, y) 

En las figuras siguientes se representan gráficamente sus valores sobre 

EixE2=[0, l]x[0, 1] y como una superficie en el espacio de dimensión tres: 

1 
0.8 
0£ 
ÜÁ 
0.2 

O-
^~^m-^é\ñ ••' 

Fig. 2.5.3.1: Operador de implicación de 

Kleene-Dienes 

Fig. 2.5.3.2: Operador de implicación de 

Kleene-Dienes visto como una superficie. 

Para estudiar la |i.-Min-incondicionalidad de la implicación de Kleene-

Dienes, se utiliza el método de calcular la distancia l-j"^'" entre Min(jLi(x), 

Kleene-Dienes(x, y)) y |i(y). 

La expresión Min(x, Kleene-Dienes(x, y)) se expresa gráficamente como 

sigue: 
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1 
0.8 
0 | 
0̂ 4 
0.2 

Oí 
/ 

O a2 0.4,aBT8 ID 

Fig. 2.5.3.3: Expresión Min(x, Kleene-

Dienes(x, y)) 

Fig. 2.5.3.4: Superficie de la expresión 

Min(x, Kleene-Dienes(x, y)). 

La medida M'MÍH de |i,-Min-incondicionalidad de la implicación de 

Kleene-Dienes se calcula como 

^^ (1- J^^^ (Min(x, Kleene-Dienes(x, y)), y) dxdy 
(a,b)eE,xE2 

= \\ (l-jM^x,y))dxdyH- \¡ (l-jMin(^,y))d^dy + 
0<x<y<l 0<7<x<-

+ \\ (l-j"'»(I-x,y))dxdy 
0<y<-<x<l 

2 

= \\ (1-1) dxdy + \\ (l-y)dxdy+ \\ (1-y) dxdy 
0<x<v<l „ . 1 . , 1 , 0<x<y<l 0<y<x< 0<y<-<x<l 

2 l -y 

JJ (l-y)dxdy=-
o y 24 
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Para estudiar la [X-Prod-incondicionalidad de la implicación de Kleene-

Dienes, se utiliza el método de calcular la distancia 1-Ĵ ™'̂  entre Prod(|a,(x), 

Kleene-Dienes(x, y)) y )j,(y)=y. 

La expresión Prod(x, Kleene-Dienes (x, y)) se expresa gráficamente 

como sigue: 

o o-s'ó.-ird.é'aéî  ' 

Fig. 2.5.3.5: Expresión 

Prod(x, Kleene-Dienes (x, y)) 

Fig. 2.5.3.6: Superficie de la expresión 

Prod(x, Kleene-Dienes (x, y)). 

La medida M'prod de |X-Prod-incondicionalidad de la implicación de 

Kleene-Dienes se calcula como 

\\ (1- f^°^ (Prod(x, Kleene-Dienes(x, y)), y) dxdy 
(a,b)eE|XE2 

= \\ (l-J^'''VMax(l-x,y),y))dxdy 
0<y<x-x'-<\ 

= a (1-1) dxdy + a ( l - - - ^ ) d x d y y 

0<x-x^<y<l 0<y<x-x^<l x-x 
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= 17 ('-i¡z7^'y'--h 

Ejemplo 2.5,4: Implicación de Reichenbach, 

El operador de implicación de Reichenbach se define como 

Reichenbach(x, y) = Max(l-x + xy) 

En las figuras siguientes se representan gráficamente sus valores sobre 

EiXE2=[0, l]x[0, 1] y como una superficie en el espacio de dimensión tres: 

0.8 

0.6 
y 

Q.i 

0.2 

1-X+XY 

I"TI 'ñ'.Á\;ñ'i'w 
° 02~o47o6-^:s-^ 

Fig. 2.5.4.1: Operador de implicación de 

Reichenbach 

Fig. 2.5.4.2: Operador de implicación de 

Reichenbach visto como una superficie. 

Para estudiar la ji-Min-incondicionalidad de la implicación de 

Reichenbach, se utiliza el método de calcular la distancia l-j"^'" entre Min(|a,(x), 

Reichenbach (x, y)) y |J-(y)=y. 

La expresión Min(x, Reichenbach (x, y)) se expresa gráficamente como 

sigue: 
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Fig. 2.5.4.3: Expresión Min(x, Reichenbach (x, y)) Fig. 2.5.4.4: Superficie de la expresión 

Min{x, Reichenbach (x, y)). 

La medida M'MÍÜ de p-Min-incondicionalidad de ia implicación de 

Reichenbach se calcula como 

\\ ( 1 - J (Min(x, Reichenbach (x, y)), y) dxdy 

= \\ ( l - j M ' V y ) ) d x d y + \\ ( l - j ' ^ ' " ( x , y ) ) d x d y + 
0<x<y<l 

2 ' 

rMin + \\ ( I - J ^ ^ " ( x - y + x y , y ) ) d x d y 

2 

= l\ ( l -y)dxdy+ \\ ( l -y)dxdy+ \\ (1-y) dxdy 
0<x<y<l 0<li±l<v<..<l 

2 
0<y<x-<l 

= j ) (l-y)dydx=i. 
O ü 
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Para estudiar la ]j,-Prod-incondicionalidad de la implicación de 

Reichenbach, se utiliza el método de calcular la distancia 1-1̂ "̂ °̂  entre 

Prod(|x(x), Reichenbach (x, y)) y |i(y)=y. 

La expresión Prod(x, Reichenbach (x, y)) se expresa gráficamente como 

sigue: 

1 

0,8 

0,6 
y 

0.4 

0.2 

2 2 
X-X +X Y 

^xf^So^)' 

£ - •. -^ vv*Sf^-*- »;̂ .w 

1 

0.8 

Fig. 2.5.4.5: Expresión 

Prod(x, Reichenbach (x, y))=x-x +x y 

Fig. 2.5.4.6: Superficie de la expresión 

Prod(x, Reichenbach (x, y)). 

La medida M'prod de )j,-Prod-incondicionalidad de la implicación de 

Reichenbach se calcula como 

M'prod= a (1-J (Prod(x, Reichenbach(x, y)), y)dxdy 
a,b)sE,xE2 

= a (l-/'"°Vx'+xV,y))dxdy+ a (l-/^°Vx'+xV,y))dxdy 
0< <y<l 0<y< <1 

l+x 

= a (i-i)dxdy+ a (1-
0< <y<l 0<v< <1 

l+x 

í - ^ ) dxdy 
x-x +x y 
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X 

1 1+^ 

= f f (1 f - Y - ) d y d x . 
J J X-X +X V 
0 0 

Se llega a el mismo resultado calculando la medida M'prod de |i-Prod-

incondicionalidad de la implicación de Reichenbach por el método de calcular 

Prod la distancia generalizada 1- J entre el operador de Reichenbach y el 

operador 1̂ "̂°̂ : 

jj (1- J^^°^ (Reichenbach (x, y), J^^°%, y) dxdy 

= a (1- 1) dxdy + ¡j (1- Ĵ ^̂ *̂  (1-x+xy, ^ ) dxdy 
0< <y<I o<v<-^<l 

l+x l+x 

l í ( l - ^ T ^ ) d x d y = j t (1 f - j - ) d y d x . 
•'% l-x + xy i i x-x +x y 

o<y<JL<i -̂  0 0 -̂  

2,6. CONCLUSIÓN 

Cuando se realizan inferencias borrosas es interesante proporcionar una 

medida del grado de ji-T-condicionalidad de una relación borrosa, pues esto nos 

permite comprobar el grado en que dicha relación verifica la propiedad del 

modus ponens generalizado. 

Los espacios métricos generalizados y su relación con los preórdenes 

pueden resultar útiles para definir medidas borrosas. La medida de |X-T-

incondicionalidad está relacionada con la inclusión borrosa, que define un 

preorden entre las relaciones borrosas y proporciona un grado de verificación 

del modus ponens generalizado. Por lo tanto, la medida que se utiliza es una 
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medida borrosa que verifica que la medida del conjunto vacío es cero y que si 

dos relaciones están relacionadas por la inclusión entonces sus medidas están 

relacionadas. 

En este capítulo se presentan dos métodos originales para medir la ji-T-

incondicionalidad de relaciones borrosas. Una medida borrosa de fX-T-

incondicionalidad se define calculando una distancia generalizada entre la 

relación borrosa R y la mayor relación |i-T-condicional contenida en ella, es 

decir entre la relación y su relación ji-T-condicionalizada. Sin embargo otra 

forma coherente de calcular la medida borrosa es calcular la distancia 

generalizada entre T(|x(a), R(a, b)) y p,(b) en todos los puntos (a, b) de E1XE2 en 

los cuales R no verifica la propiedad puntual de }x-T-condicionalidad. 

Se incluye una demostración propia de que, para toda t-norma continua, 

T si se utiliza la distancia generalizada 1-J definida a partir de la operación 

residuada de la t-norma, entonces ambas formas de medir la jii-T-

incondicionalidad resultan ser iguales. El resultado es puntual, es decir, esta 

igualdad se verifica en cada punto del universo, pues se demuestra, para todas 

T T T u , 
las t-normas continuas, que J (R(a, b), Jjj, (a, b)) es igual a J (Tjj^(a, b), ^2(̂ 5 b)) 
en todo punto (a, b) del universo EjXE2. 
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CAPITULO 3: 

MEDIDAS DE ESPECIFICIDAD Y 

-< -MEDIDAS BORROSAS DE 

ESPECIFICIDAD 

3.1. INTRODUCCIÓN 

Se pretende que una medida borrosa de especificidad, de adecuación o de 

idoneidad evalúe el grado en que un subconjunto borroso tiende a tener un 

elemento y sólo uno. Si "x es A" es una proposición, entonces la especificidad 

de A debe entenderse como la cantidad de información idónea que contiene 

dicha proposición. Juega, por tanto, un papel importante en la ingeniería de la 

información al proporcionar una medida de la cantidad de información 

contenida en un subconjunto borroso. 

En la bibliografía aparecen conceptos relacionados: 

• El concepto de medida de especificidad introducido por Yager [R. R. Yager; 

1982] 

• Dubois y Prade [D. Dubois, H. Prade; 1987] han investigado sobre las 

propiedades y aplicaciones de la medida de especificidad. Introducen el 

concepto de especificidad mínima, y muestran el papel central de la 

especificidad en la teoría del razonamiento aproximado. 

• Higashi y Klir [M. Higashi, G. J. Klir; 1983] discuten un concepto similar 

que denominan no-especificidad. 
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• Está también muy relacionado con el concepto de granularidad introducido 

por Zadeh [L. A. Zadeh; 1971]. 

• La medida de especificidad según Yager está fuertemente relacionada con el 

inverso de la cardinalidad de un conjunto. 

Las medidas de especificidad tienen muchas aplicaciones: 

• Kacprzyk [J. Kacprzyk; 1990] analiza como utilizarlas para el 

aprendizaje inductivo. 

• Yager [R. R. Yager; 1991] ha mostrado algunas aplicaciones en la 

toma de decisiones como una medida de tranquilidad a la hora de 

tomar una decisión. Cuanto más específica es una decisión menor es 

la preocupación que ésta provoca. 

• Otra aplicación importante es la utilización de estas medidas para 

observar el rendimiento de sistemas expertos borrosos. En este 

entorno el concepto de especificidad juega un papel fundamental para 

determinar la utilidad de la información que proporciona un sistema 

experto. Cuanto más específica sea la información, más útil será. 

• En los sistemas de razonamiento deductivo también las medidas de 

especificidad juegan un papel importante. 

Ejemplo 3.1.1: 

Se imagina un sistema experto que evalúe las enfermedades del pulmón. 

Se consulta un caso y si las respuestas fueran: 

1. Tiene pulmonía o bronquitis o tuberculosis o cualquier otra enfermedad 

2. Tiene pulmonía con un valor de pertenencia 1 y el resto de enfermedades 

tienen valor de pertenencia O 

Aunque la primera respuesta es seguro que es cierta, no nos proporciona 

información. La segunda respuesta es muy idónea, muy específica. Tiene el 
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valor máximo de medida de especificidad ya que es un conjunto clásico con un 

único elemento. 

Estos ejemplos introducen el principio de intercambio entre 

especificidad y certeza {specificity-correctness tradeoff) en teoría de la 

información [R. R Yager; 1985]. Este principio postula que debe haber un 

equilibrio entre proporcionar una información y el riesgo que supone su falta de 

veracidad. Son deseables la veracidad y la especificidad de la información 

proporcionada por sistemas expertos y otros tipos de sistemas basados en el 

conocimiento para que dicha información sea útil. Por lo tanto el rendimiento 

de un sistema depende de las medidas de especificidad y de la certeza. La 

utilidad de la información se debe medir como una función, el producto por 

ejemplo, de la certeza y la especificidad. 

Dado un sistema experto borroso con una entrada y una salida borrosa, se 

reflexiona sobre la aplicación de las medidas de especificidad para el estudio 

del rendimiento del sistema experto borroso. Suponamos que para la i-ésima 

entrada del sistema experto, la salida es el conjunto borroso \\.\ y la salida 

correcta es un conjunto de un solo elemento x,. Se podría considerar en primer 

lugar como una medida del rendimiento del sistema el grado de acierto del 

sistema en este caso, que podría ser valorado como el grado de pertenencia de x, 

en |J,i, |Xi(x/). Sin embargo se debe tener cuidado si únicamente se usase esa 

medida, pues si por ejemplo la salida fuese todo el conjunto referencial |ii=X se 

tendría que |ii(x/)=l y nuestro grado de acierto sería uno. El problema es que 

esta respuesta no es útil pues nos dice que efectivamente la respuesta puede ser 

cualquier valor. Para que una salida del sistema experto sea útil y se puedan 

identificar las salidas que realmente proporcionen información se puede medir 

la especificidad (Sp()a.i) o ME(]LIÍ)) de la salida, y medir el rendimiento de cada 

elemento de una salida asociando el grado de acierto con la medida de 

especificidad, como el producto entre la certeza y la especificidad, es decir, 

Rendimiento(/) = jii(x¿)xSp(|Xi). 
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3,2. MEDIDA DE ESPECIFICIDAD 

En este apartado se resumen brevemente las medidas de especificidad 

estudiadas por Yager. Yager define así [R. R Yager; 1990] una medida de 

especificidad: 

Definición 3.2.1: Medida de especificidad 

Sea A un subconjunto borroso sobre un universo finito X y sea o/ el j -

ésimo grado de pertenencia de A ordenados de mayor a menor. Una medida Sp: 

[O, 1]''̂  ^ [O, 1] es una medida de especificidad si verifica las siguientes 

propiedades: 

1) Sp(A) = 1 si y sólo si A es un conjunto clásico de un único 

elemento, es decir, A = {x}. 

2) Sp(0) = O 

3.1) ^-Mi^>0 

3.2) Í ^ í ^ < O para todo7>2 
o aj 

Yager propone distintas medidas de especificidad de forma que en cada 

aplicación se pueda utilizar la más adecuada. Las siguientes definiciones 

permiten distinguir algunas diferencias interesantes entre distintas medidas de 

especificidad. 

Definición 3.2.2: Medida de especificidad más estricta 

Sean Sp y Sp* dos medidas de especificidad sobre un universo X. Se dice 

que Sp es una medida de especificidad más estricta que Sp*, y se denota 

Sp<Sp*, si para todo subconjunto borroso A de X se tiene que Sp(A)<Sp*(A). 

Definición 3.2.3: Medida de especificidad más crítica 
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Dadas dos medidas de especificidad Sp y Sp* sobre un universo X, se 

dice que Sp es más crítica que Sp* si sus pesos asociados wj y wj* (Ver [R. R 

Yager; 1990])verifícan que Wj>Wj* para todo y. 

Definición 3.2.4: Medida de especificidad regular 

Una medida de especificidad es regular si para todos los subconjuntos 

borrosos A con grados de pertenencia constante (A(x) = c para todo xeX), se 

tiene que Sp(A) = 0. 

Se observa que la medida de especificidad de Yager es una medida 

definida sobre subconjuntos borrosos que no es monótona respecto de la 

inclusión conjuntista. 

Los siguientes conceptos y resultados son originales: 

3.3. CONCEPTO DE ^-MEDIDA BORROSA DE 

ESPECIFICIDAD EN UNIVERSOS FINITOS 

En este apartado se definen nuevas medidas, las ^-medidas borrosas de 

especificidad, utilizando t-normas, t-conormas y negaciones. Se estudian sus 

propiedades para comprobar bajo qué condiciones es una medida de 

especificidad de las estudiadas por Yager. Se observa que si dos subconjuntos 

están relacionados mediante la inclusión sus -<;-medidas borrosas de 

especificidad no están relacionadas. Así, tanto las medidas de especificidad de 

Yager como estas < -medidas borrosas de especificidad no verifican que si AcB 

entonces la medida(A)<medida(B). Existe una cualidad de los subconjuntos 

difusos de ser más o menos específicos que no está relacionada con la inclusión 

y que es la que se pretende medir. Se tiene definido un preorden distinto de la 

inclusión conjuntista, y esta medida se comprueba que es una -^-medida borrosa 

de las estudiadas por Trillas y Alsina [Trillas, 1999]. 
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Definición 3.3.1: ^-Medida borrosa de especificidad 

Sea A un subconjunto difuso de un conjunto referencial finito X={e,} 

con d elementos, y sean 6, los valores de pertenencia de los elementos de X tal 

que A{ei)-bi. Los valores de pertenencia ¿¡e[0, 1] se ordenan totalmente siendo 

aj el j-ésimo mayor valor de pertenencia de A. Sea N una negación, T] y T3 t-

normas y S una t-conorma generalizada. Sea {wj} un conjunto de pesos. 

Se define la -< -medida borrosa de especificidad como la aplicación sobre 

los subconjuntos borrosos de un conjunto, ME: [O, 1]^ ̂  [O, 1] tal que: 

ME(A) = Ti(«i, N(S j=2,..,d{T3(ay, Wj)})) = Ti(fli, N ( P A ) ) 

Observación: 

Se pretende que la especificidad de un conjunto difuso sea alta si "tiene 

al menos un elemento y no tiene mucho más que un elemento". Tener "al menos 

un elemento" se representa por el mayor valor de pertenencia ai; la cópula "y" 

por la t-norma Ti; y una medida del grado en que A "no tiene mucho más que 

un elemento" por N ( P A ) , donde PA = S j=2,..,d{T3(a;, wj)} indica que A "tiene 

mucho más que un elemento". 

Se estudia si la -<-medida borrosa de especificidad verifica las 

propiedades que definen una medida de especificidad: 

Lema 3.3.1: 

La -< -medida borrosa de especificidad del conjunto vacío es cero 

Demostración: 

En efecto si «/=0 para todo7, entonces ai=0, luego: 

ME(A) = T(au N ( P A ) ) = T(0, N ( P A ) ) = 0. I 

Lema 3.3.2: 
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Si el conjunto A es un conjunto clásico con un único elemento entonces 

su •< -medida borrosa de especificidad es uno. 

Demostración: 

Sea A un conjunto clásico con un único elemento. Entonces a\=\ y aj—Q 

para todo y desde 2 hasta d, luego ME(A) = Ti(firi, N ( P A ) ) = Ti(l , N ( P A ) ) = 

N(PA) = N(S j=2.,d{T3(0, wj)}) = N(S j=2..d{0}) = N(0) =1. I 

Observación: 

Es deseable que la -<-medida borrosa de especificidad valga uno si y 

sólo si el conjunto A es un conjunto clásico con un único elemento. Sin 

embargo vale uno en otras ocasiones: Si se supone que ME(A)=1, entonces 1 = 

Tx{a\, N ( P A ) ) , por lo que debe ser a\=l y N ( P A ) = 1 . Luego A es un subconjunto 

normal y PA = O = S j=2..d{T3(firy, wj)}, lo que significa que para todo y mayor o 

igual a dos debe ser T^icij, wj) = 0. Puede valer cero porque aj sea igual a cero 

para todo j mayor o igual a dos, lo que nos llevaría a la conclusión deseada de 

ser A un conjunto clásico de un solo elemento. Pero también puede valer cero si 

la t-norma T3 no es positiva, (con Min o Prod no habría problemas pero sí con 

una t-norma de la familia de Lukasiewicz), pues podría ser T-i{cij, wj)=Q sin valer 

cero ni aj ni Wj. Y puede también valer cero si wj es igual a cero cuando aj sea 

distinto de cero, luego se deben imponer condiciones a los pesos y la t-norma 

T3 para que esto no ocurra. 

Definición 3.3.2 : -<-Medida borrosa de especificidad adecuada 

Una -< -medida borrosa de especificidad es adecuada si el único conjunto 

difuso que verifica que su ^-medida borrosa de especificidad es uno es un 

conjunto clásico con un único elemento. 

Lema 3.3.3: 

Si la t-norma T3 es positiva y el peso W2 es distinto de cero entonces la 

•^-medida borrosa de especificidad es adecuada. 
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Demostración: 

Si ME(A) = 1 entonces 1 = Ti(ai, N ( P A ) ) , por lo que debe ser a\=l y 

N ( P A ) = 1 . Por tanto A es un subconjunto difuso normal y 

PA=0 = Sj=2..d{T3(a>w,)}, 

lo que significa que para todo7 mayor o igual a dos debe ser T3(fly, w/)=0. Como 

por hipótesis T3 es una t-norma positiva debe ser o o/ =0 o wj =0. Al ser W2 

distinto de cero debe ser ¿72=0. Y al estar ordenados los valores de pertenencia 

el resto de los valores de pertenencia también se anulan. Por tanto A es un 

subconjunto clásico de un único elemento. I 

Lema 3.3.4: 

Si la t-norma T3 es de la familia de Lukasiewicz y el peso wj es igual a 

uno entonces la -< -medida borrosa de especificidad es adecuada. 

Demostración: 

Si ME(A) = 1 A debe ser un subconjunto difuso normal y para todo j 

mayor o igual a dos debe ser T^iaj, w/)=0, y en particular T2(a2, W2)=0. Si T3 es 

una t-norma de la familia de Lukasiewicz entonces T3(x, y)=<f^(W(<p(x), (p(y))) 

(ver apéndice 6.1), siendo W(x, y)=Máx{0, x+y—l} y (p una función continua 

estrictamente creciente definida en [O, 1] con (p(0)=0 y (p(l)=l, luego: 

O = T3(a2, W2) = (?~\Máx{0, (p(«2)+(p(wi) -1}) == (?~\Máx{0, (p(a2)}) 

ya que como W2=l entonces (p(w2)=l. Por tanto Máx{0, (p(a2)}=0, luego 

(p(a2)=0, por lo que «2 debe ser 0. Al estar ordenados los valores de pertenencia 

el resto de los valores de pertenencia también valen cero. Por tanto A es un 

subconjunto clásico de un único elemento. I 

Lema 3.3.5: 
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Si A y B son subconjuntos difiísos normales y A c B entonces ME(A) > 

ME(B). 

Demostración: 

Si aj y bj son los j-ésimos mayores valores de pertenencia de A y B 

respectivamente entonces como son normales a\=b\—\, y como AcB se sabe 

que aj<bj para todo j , luego l:^{aj, wj) < T^ibj, wj), Sj=2..¿{T^ioj, Wj)} < 

Sj=2..d{T3(6y, w,)}y N(Sj=2..d{T3(a,-, w,)}) > N(Sj=2..d{T3(6,-, wj)}). Por tanto 

ME(A) = Ti(«i, N ( P A ) ) = Ti( l , N ( P A ) ) = N ( P A ) = N(Sj=2..d{T3(a> wj)}) 

> N(Sj=2..d{T3(¿;, wj)}) = Ti( l , N ( P B ) ) = ME(B) 

y por tanto ME(A) > ME(B). I 

Teorema 3.3.1: 

Si el peso W2 es distinto de cero y la t-norma T3 es positiva o si la t-

norma T3 es de la familia de Lukasiewicz y el peso W2 es igual a uno, entonces 

la -<-medida borrosa de especificidad definida por ME(A) = T](<3i, 

N(Sj=2,..,d{T3(a/, wj)})) es una medida de especificidad. 

Demostración: 

Es consecuencia inmediata de los lemas 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, 3.3.4 y 3.3.5, 

ya que entonces verifica las propiedades de la medida de especificidad definida 

por Yager [Yager, 1990]. I 

Propiedad 3.3.1: 

Si A es un subconjunto clásico con m elementos \< m < d entonces 

ME(A) = N(S{W2, ...,w;„}) 

Demostración: 
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Al ser A un subconjunto clásico se tiene que a/=l para 7 desde 1 hasta m 

y £í/=0 para7 desde m+\ hasta d, luego 

ME(A) = Ti(ai,N(PA)) 

= T I ( 1 , N ( P A ) ) = N(PA) 

= N(Sj=2..d{T3(a;,w,)}) 

= N(S{T3(1, W2), ..., T3(l, Wm), T3(0, W,+i), ..., l^{0, Wd)}) 

= N(S{W2, ...,w;„. O, ..., 0}) 

= N(S{W2, ...,>v,}). I 

Corolario 3.3.1: 

Si A y B son subconjuntos clásicos no vacíos de X y card(A) > card(B) 

entonces ME(A) < ME(B). 

Demostración: 

Al ser A y B subconjuntos clásicos se tiene que aj=l para y desde 1 hasta 

OT=card(A) y aj=0 para j desde m+1 hasta d, y bj=l para j desde 1 hasta 

5=card(B) y ¿>/=0 paraj desde s+l hasta d, y m>s. Luego 

ME(A) = Ti(fli, N ( P A ) ) = N(S j=2..d{T3(a;, wj)}) 

<N(S{W2, ..., w „ 0 , ...,0} =ME(B). • 

Es conveniente que la especificidad del conjunto universal X sea cero, 

pues el conjunto universal no es especifico, no es adecuado. Se analiza bajo que 

condiciones se verifica esta condición: 

Propiedad 3.3.2: 

Si A=X y Máx{w2, ..., Wd}=l entonces ME(X)=0 
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Demostración: 

Si S{w2, ..., Wd}-1 ya estaría demostrado como corolario de la propiedad 

anterior, pues ME(X) = N(S{w2, ..., w^}) = N(l) = 0. 

Pero en cualquier caso si Máx{w2, ..., w^} es igual a 1 por la relación de 

orden entre las t-conormas se tiene que 

ME(X) = N(Sj=2..d{w2, ..., Wd} < 'N(Max{w2, ..., w^}) = N(l) = 0. • 

Propiedad 3.3.3: 
d 

Si A=X, S es la t-conorma de Lukasiewicz y T^w, = 1 , entonces ME(X)=0 
j=2 

Demostración: 

á 

Si S es la t-conorma de Lukasiewicz entonces S j=2..d(w2, ..., Wd) = ^Wy = 
j=2 

1 y ME(A) = Ti(l , N(S j=2..d{T3(aj, Wj)})) = N(S j=2..d{w2, ..., Wc}) = NCj^w. ) = 
j=2 

N(1) = 0. • 

Se busca una forma más sencilla de expresar la ^-medida borrosa de 

especificidad: 

Propiedad 3.3.4: 

Si T3=A y S=v es su t-conorma dual respecto de la negación ' entonces 

ME(A) = Ti{«i, (í22'vw2')A...A(a„'vwrf')}, y si Ti= TS^A entonces: 

M E ( A ) = fli A («2' V W2') A ... A ( a / V w^') 

Demostración: 

Si S es la t-conorma generalizada dual de T verifica que N(S(x, y, ..., z)) 

- T(N(x), NO),..., N(z)) y N(T(x, y))- S (N(x), NI») , luego en nuestro caso 

Luis Garmendia Salvador 85 



Medidas de especificidad en universos finitos 

N(S j=2..d{T3(a;, wj)}) = T3 j=2..d {N (T3 {aj, wj))} 

- T3 j=2..d {S inaj), N(wy))} 

= (aa' V W2') A ... A ( a / v w/) 

con lo que ya se puede indicar la -^-medida borrosa de especificidad con la 

expresión señalada. I 

Definición 3.3.3: 

Se dice que dos -<-medidas borrosas de especificidad pertenecen a la 

misma clase de -<-medidas borrosas de especificidad si están definidas 

mediante las mismas t-normas Ti y T3, la misma t-conorma S y la misma 

negación N. 

Propiedad 3.3.5: 

Sean ME y ME* dos -< -medidas borrosas de especificidad de la misma 

clase, si ME es más crítica que ME* entonces ME es más estricta que ME*. 

Demostración: 

Al ser ME más crítica que ME* se sabe que Wj > Wj* para t odo / luego 

para cualquier subconjunto difuso A se tiene que: 

T3(a;-, Wj) > T^iaj, Wj*) para todoj 

=» Sj=2..d{T3(a;-, Wj)} > Sj=2..d{T3(o> Wj*)} 

^ N(S j=2..d{T3(a;, Wj)}) < N(S j=2..d{T3(a,-, w/ )}) 

^ Ti(ai, N(S j=2..d{T3(ay, w,)})) < Ti(a,, N(S j=2..d{T3(«j, w,*)})) 

=» ME(A) < ME*(A) para todo A, luego ME es más estricta que ME*. I 

Observación: 

Las -< -medidas borrosas de especificidad no son monótonas respecto de 

la inclusión conjuntista pues es deseable que sea máxima para todos los 

subconjuntos normales con un único elemento, y sea mínima no sólo para el 
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subconjunto vacío sino también para el conjunto referencial. Por tanto tampoco 

es a-aditiva, ni superaditiva, ni subaditiva. 

Entre los subconjuntos difusos existe un preorden que los ordena según 

sean más o menos específicos. El ser específico es la característica que se 

pretende medir. Por esto la medida de especificidad definida por Yager, y las 

expresión de las -< -medidas borrosas de especificidad no es una medida borrosa 

monótona respecto de la inclusión conjuntista [Nguyen-Walker; 1996] sino que 

utiliza un preorden distinto de la inclusión. Es una ^-medida borrosa según 

Trillas y Alsina [Trillas, 1999] pues verifican que ME(0) = Sp(0) = O (lema 

3.3.1); que si tiene la máxima especificidad, es decir, si A es un subconjunto 

clásico con un único elemento entonces ME(A) =̂  Sp (A) =1 (Lema 3.3.2). Si 

aumenta la especificidad porque aumenta el mayor valor de pertenencia, o 

porque disminuyen los otros, entonces la -<:-medida borrosa de especificidad y 

la medida de especificidad aumentan. En particular si A y B son normales y 

AcB entonces ME(A)>ME(B) (Lema 3.3.5). Se puede concluir por tanto que la 

medida de especificidad definida por Yager, y las -<-medidas borrosas de 

especificidad son ^-medidas borrosas según Trillas y Alsina que miden la 

propiedad de "ser específico" no relacionada con la inclusión conjuntista. Es 

normal pues su valor máximo es uno. 

3.4, EJEMPLOS 

La expresión de la -<-medida borrosa de especificidad permite obtener 

muchas formulaciones diferentes de medidas de especificidad. Estas medidas 

juegan un papel fundamental en el desarrollo de procedimientos y algoritmos 

para gestionar y reducir la incertidumbre por lo que se debe elegir la medida de 

especificidad adecuada para cada aplicación. La sencillez es siempre deseable. 
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Por tanto es conveniente encontrar distintas manifestaciones de esta medida 

para así poder seleccionar la apropiada para una aplicación dada. 

Se comprueba en primer lugar que las medidas de especificidad 

utilizadas en la bibliografía son ^-medidas borrosas de especificidad y se 

encuentran nuevos ejemplos: 

Ejemplo 3.4.1 

Yager introdujo [Yager; 1990] una clase de medidas llamadas medidas 

de especificidad lineales definidas de la siguiente manera: 

Sea X un universo finito de cardinal d y sea A un subconjunto borroso de 

X. La medida de especificidad lineal se define como: 

S p ( A ) = «1 - ^ Wj aj 
j=2 

donde aj es ely-ésimo mayor valor de pertenencia de A y {wj} es un conjunto de 

pesos que verifica: 

1- wjs [O, 1] 

d 

2. YJWJ = í, wi=0 
j=2 

3. Para todoj < / mayores o iguales a dos, Wj > Wi. 

Propiedad 3.4.1: 

Las medidas de especificidad lineales son -<-medidas borrosas de 

especificidad. 

Demostración: 

Sean Ti la t-norma de Lukasiewicz definida por Ti(«, b) — Máx{0, 

a+b-l), N la negación usual definida por N(x) = 1-x, S su t-conorma dual 

definida por S(a, b) — mín{\, a+b) y T3 la t-norma producto. Entonces: 
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ME(A) - Ti(ai, N(S j=2,..,d{T3(aj, Wj)})) 

= Ti(ai, N ( P A ) ) 

= Máx{0, ai+N(PA)-l} 

= Máx{0, ai+(l-PA)-l} 

= Máx{0, ai-PA} 

= Max {O, a i - Sj=2,..,d{T3(aj, Wj)}} 

d 

= Max {O, ai - min{l, ^ '^^(a j , Wj)} 

= Máx{0, ai - min{l, ^«^w,- }}• 
j=2 

Ahora bien 

d d d d d 

j=2 j=2 j=2 j=2 j=2 

d d d 

• ai > úíj ^ X*^/^y - X^i^y ~ ^i S ^ y = ^i 
j=2 j=2 j=2 

a i - ^OjWj > 0 
j=2 

Max {O, ai - Y^cijWj } = ai - Y^^J^J 
j=2 j=2 

Luego ME(A) = Max {O, ai - min{l, ^«yW,-}} = ai - ^«yW^- • • 
j=2 j=2 

Yager [Yager; 1998] prueba las siguientes propiedades de las medidas de 

especificidad lineales: 

• Las medidas de especificidad lineales son regulares. 
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La medida de especificidad lineal más estricta es Sp(A) = a\- a^. 

La medida de especificidad lineal menos estricta es 

1 '̂  
Sp(A)=ai r X ^ y 

n-\ tí 
j=2 

Ejemplo 3.4.2 

Es interesante estudiar las medidas de especificidad desde la perspectiva 

de los problemas de toma de decisiones multi-criterio. Se requiere una medida 

de especificidad para conocer si existe un elemento con valor de pertenencia 

uno y todos los demás con valor cero. Yager [Yager; 1990] considera el ejemplo 

siguiente: 

d 

Sp(A) = « i H ( H + (!-«/•)) donde k e [O, 1).^ 
j=2 

Ejemplo 3.4.3: 

Un ejemplo más general es: 

d 

ME(A ) = ai]^(l-w^.a^.) donde wj e (O, 1] 
j=2 

Propiedad 3.4.2: 

Las medidas de los ejemplos 3.4.2 y 3.4.3 son -<-medidas borrosas de 

especificidad. 

Demostración: 

Se ha probado en la propiedad 3.3.4 que ME(A) = «i A (a2'vw2') A ... A 

(an'vwd') es una -<-medida borrosa de especificidad donde {A, V, '} indica una 

terna lógica cualquiera. Sea A la t-norma producto y sea v su t-conorma dual 

' Yager considera ke [O, 1], pero entonces Sp no es una medida de especificidad. 
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v(a, b) - a+b-a.b respecto de la negación usual definida por N(jc)=l-x. 

Entonces: 

aj'vwj' = (1-aj) + (1-Wj) -(l-aj)(l-Wj) 

= (1-aj) + (1-Wj) - (1-aj-Wj+ajWj) 

= 1 - ajWj. 

ME(A) = ai A (a2' V W2') A ... A (an' v Wd') 

a i f l (aj' vwj ' ) = aij^(l-w^.a^.). 
j=2 j=2 

Si para todo y desde 2 hasta d wj toma un valor constante he (O, 1] y k 

=l-h, entonces: 

d d 

ME(A) = axY[{\-(l-k)aj) = «1 f j ( % + (!-«/)) donde ke [O, 1). • 
j=2 j=2 

Propiedad 3.4.3: 

Si Wj e (O, 1] para todo j mayor o igual a dos entonces ME(A) = 

d 

ai J~I(l~Wy<^y) ®s una -<;-medida borrosa de especificidad adecuada. 
j=2 

Demostración: 

d 

ME(A) = «1 JT i^—Wj-aj) = 1 si y sólo si ai—I y l—wjaj = 1 para todo 7 
j=2 

mayor o igual a dos, luego Wj-aj = O, por lo que si Wj es distinto de cero para 

todoy mayor o igual a dos entonces debe ser aj=0 para todo j mayor o igual a 

dos. Luego A es un conjunto clásico con sólo un elemento. I 

Corolario 3.4.1 
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ME(A) = fli]^(l -Wjüj) con Wj e (O, 1] para todo y mayor o igual a dos 
j=2 

es una medida de especificidad 

Observación: 

Si k=\, h=0 en el ejemplo 3.4.2 entonces Sp(A) no es una medida de 

d d 

especificidad ya que Sp(A) = « i f j (%+l~^;)- ^^Y\. ^^^ ~ ^^ luego bastaría que 
j=2 j=2 

A fuese un conjunto difuso normal para que su medida de especificidad fuese 

uno. 

Propiedades: 

Las ^-medidas borrosas de especificidad de los ejemplos 3.4.2 y 3.4.3 

no son -< -medidas de especificidad regulares. 

Demostración: 

No es regular, pues si A(x) = a para todo x, entonces ME(A) = a( l -

WjO)^'^ que es distinto de cero salvo si a=0, (A es el conjunto vacío), o si 1 -

Wj-a - O, es decir, si WjU-l, que sólo se verifica si w/=l y a=l (A es el conjunto 

universal). Luego si A es un subconjunto difuso constante ME(A)=0 sólo si A 

es el conjunto vacío o A es el conjunto universal. I 

Como 0<Wj<l, 0<wjaj<aj, y a/]~J(l-a^.) < «i n(l~w^<3íy) ^ ^̂ u luego 
j=2 j=2 

ME(A) = ai (l-a2)(l-a,)....(l-a,) = a i H C l - a . ) . 
j=2 

es la ^-medida borrosa de especificidad más estricta de esta familia, y la 

menos estricta se obtendría para Wj =0 para todo j , que se ha visto que no es una 

-< -medida borrosa de especificidad adecuada. 
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Ejemplo 3.4.4: 

Estudio de la ^ -medida borrosa de especificidad definida por la cuaterna 

(Min, N, Max, Min) donde N es la negación usual N(x)=l-x 

ME(A) = Mín{ai, N(Máx 2..d {Mín{aj, Wj}}} 

= Mín{ai, 1-Máx 2..d {Mín{aj, Wj}}} 

Si los pesos los hacemos iguales a uno se tiene: 

ME(A) = Mín{ai, 1-Máx 2..d {Mín{aj, 1}}} 

= Mín{ai, 1-Máx 2..d {aj}} 

= Mm{ai, 1-32} 

y en el caso en que el subconjunto borroso sea normal: 

ME(A) = Mín{ai, l-a2}=l-a2 

Esta ^-medida borrosa de especificidad tiene las siguientes propiedades: 

ME(A)=Mín{ai, l-a2} es una medida de especificidad, pues ME(A)=1 si 

y sólo si A={x}. En efecto: ME(A)=1 = Mín {ai, l-a2} => ai=l , l-a2=l =í> A es 

normal y a2=0 =^ A={x}. 

Si W2 es distinto de cero la ^ -medida borrosa de especificidad definida 

en la forma más general ME(A) = Mm{ai, 1-Máx 2..d{Mín{aj, Wj}}} es una 

medida de especificidad pues ME(A) =1= Mín{ai, 1-Máx 2..d{Mín{aj, Wj}}} 

=» ai=l , 1-Máx 2..d {Mín{aj, Wj}}=l 

=^ A es normal y Max 2..d {Mín{aj, Wj}}=0 

=^ A es normal y Mín{aj, Wj}=0 para todo j desde 2 hasta d. 
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Y si W2 es distinto de cero Min{a2, W2}=0 determina que a2=0, luego es 

una medida de especificidad, pues A es un subconjunto clásico de un único 

elemento. 
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3.5. ESTUDIO DE LAS <-MEDIDAS BORROSAS 

DE ESPECIFICIDAD DEFINIDAS 

MEDIANTE FAMILIAS DE T-NORMAS, 

NEGACIONES Y T-CONORMAS. 

En este apartado se estudian propiedades de las familias de t-normas, de 

las familias de negaciones y de las familias de t-conormas para utilizarlas para 

obtener muchas expresiones distintas de -<;-medidas borrosas de especificidad, 

con lo cual se obtienen métodos para generar numerosos ejemplos diferentes. 

Ver la definición de familia de t-normas de una t-norma T , y de Tq, en 

el apéndice 6.1. 

3.5.1. Sobre la familia de normas asociada a una t-norma 

Proposición 3.5.1.1: 

Si (p es automorfismo del semigrupo ([O, 1], T), esto es, si (p(T(a, b)) = 

T(<p(a), (p(b)) entonces T = T(p. 

Demostración: 

T(x, y) = <p"'((p(T(x, y))) = (p"kT((p(a), (p(b))) = T^(x, y). I 

Proposición 3.5.1.2: 

Si cp(T(a, b)) < T((p(a), (p(b)) entonces T < Tcp. 

Demostración: 

Por ser (p biyectiva: 

T(x, y) = (p"H9(T(x, y))) < (p-^(T((p(a), (p(b))) - T<p(x, y). I 
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Proposición 3.5.1.3 

Si 9(T(a, b)) > T((p(a), 9(b)) entonces T > Tcp. 

Demostración: 

Por ser (p biyectiva: 

T(x, y) = (p-k9(T(x, y))) > (p-\T{^>(a), (p(b))) = T<p(x, y). I 

Observación 

Todas las biyecciones con puntos fijos en O y 1 son monótonas 

crecientes, luego son automorfismos de ([O, 1], Min), pues (p(Min(x, y)) = 

Min((p(x), 9(y)). Por ello la familia de t-normas de la t-norma mínimo consta 

únicamente de la t-norma mínimo. 

Ejemplo 3.5.1.1 

Si (p(x) = x^ entonces (p es automorfismo de ([O, 1], Prod), pero no lo es 

de ([0,1], W), donde W(x, y) = Max(0, x+y-1). Sin embargo (W(x, y))^ > W(x^ 

y^) y w^W^2-

Demostración: 

Como (xy)^ = x^y^ entonces (p(x)=x^ es un automorfismo de ([0,1], Prod). 

Sin embargo se observa que (W(x, y))'̂  ^ W(x^, y^), pues si x=y=0.9 entonces 

(W(x, y))^ = 0.8^ = 0.64 ^ 0.62 = W(x^ y^) = 0'81 + 0'81 - 1. 

Se comprueba que (W(x, y))^ > W(x^, y^). Como l>y entonces 2-2x > 

y(2-2x), luego 2xy - 2y - 2x + 1 > - 1 , y sumando x^ e y^ se tiene que 

x^+y^+2xy-2y-2x+l >x^+y^-l . 

Por lo tanto (Max(0,x+y-l))^ > Max(0,x^+y^-l). I 

Ejemplo 3.5.1.2: 
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Si (p(x) =Vx entonces (p es automorfismo de ([O, 1], Prod), pero no lo es 

de ([0,1], W), donde W(x, y) = Max(0, x+y-1). Sin embargo ^W(x,y) > W(VJc, 

V^)yW>W^. 

Demostración: 

Como -yjfxy) = yjx.-yjy entonces (p(x) =vx es automorfismo de ([O, 1], 

Prod). Pero se observa que ^W(x,y) 9̂  W(Vx, •^), pues si x = y = 0.9, 

entonces -^jWix.y) - 0.89 ^ 0.78 = W( Vx, V^ )• 

Se comprueba que ^W(x,y) > W(-\/x, ^¡y). Como 1 > ^ , multiplicando 

por l-Jx-l se tiene que 2-N/X-2 > ^ {24x-2), luego -1 > 

24x ^¡y-l4x-2-y¡y+\. Sumando x , y se tiene que x + y - 1 > 

x+y+2 Vx 7y-2 VJc-2 7^ +1. 

Por lo tanto x+y-1 > (•Jx + .^-l)^ y yjx + y-l > ^[x + ^[y-l por lo que 

-^Max(0,x + y-I) > Max(0, Vx + VJ^-1), y W > W ^ . • 

Proposición 3.5.1.4: 

Si (p(x) = x^, q>0, qeQ, entonces (p es automorfismo de ([O, 1], Prod), 

pero no lo es de ([O, 1], W). 

Demostración: 

Como (xy)'' = x'̂ y'' entonces (p(x)=x^ es un automorfismo de ([O, 1], 

Prod). Los ejemplos anteriores sirven para comprobar que no lo es de ([O, 1], 

W). I 

Proposición 3.5.1.5: 
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Si w>0 entonces (pw(x)=2x'^-x^'^=x'^(2-x'^) es biyectiva con (pw(0)=0 y 

(pw(l)=l. 

Demostración: 

Derivando (pw se obtiene (pw'(x)=2wx^"^-2wx^'^"^ = 2wx"''^(l-x'^). La 

derivada es siempre positiva en (O, 1) y sólo es igual a cero si x es cero o uno, 

por lo que cpw es biyectiva en [O, 1]. • 

Proposición 3.5.1.6: 

Prod<Prod(pw para todo w>0. 

Demostración: 

Al ser l>x^ multiplicando por el número negativo y^-1 se tiene que 

y^ - l< x^Cy^^-l), luego 0<l-(y ' '+x ' ' )+(xyr. Multiplicando por 2 ( x y r se tiene 

que0<2(xy)"-2(xy)"(y"+x")+2(xy)'". 

Por tanto 2(xy)^-(xy)2^ < 4(xy)^-2x^y2^-2x2^y^+(xy)2^ = (Ix^-x^"") 

(2y'^-y^^), luego (pw(xy) < (pw(x) (pw(y), y c{)w(Prod(x, y)) < Prod((pw(x), (Pw(y)), 

y como consecuencia de la proposición 3.5.1.2 se deduce que Prod<Prod(pw. I 

Ejemplo 3.5.1.3 

Prod<Prod2x-x^ 

Ejemplo 3.5.1.4 

Prod<Prod2x^-x\ 

98 Luis Garmendia Salvador 



Medidas de especificidad en universos finitos 

3.5.2. Sobre la familia de negaciones y la familia de t-

conormas asociadas a una negación y una t-conorma 

Las propiedades que se demuestran en este apartado serán utilizadas en 

el apartado siguiente. 

Ver la definición de familia de negaciones de una negación N, N<p y de 

la familia de t-conormas de una t-conorma S, S(p en el apéndice 6.1. 

Ejemplo 3.5.2.1: 

Si (p(x) = x^ y N(x) = 1-x entonces N<p (x) - ^l-x 

Corolario 3.5.2.1 

(p N,p = N(p. 

Demostración: 

Como Nq, = (p"^N(p, se tiene que (p N(p = Ncp. 

Corolario 3.5.2.2 

N<p (p-'=(p-'N. 

Demostración: 

Como N(p = (p'^Ncp, se tiene que N(p (p"'=(p'^N. 

Proposición 3.5.2.1 

N<p.i = (pN(p'^ 

Demostración: 
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Como (p es una biyección, también lo es (p''. La negación N<p.i se define 

por 

N^.i (X) = ((p-i)-'(N((p-\x))) = (p(l-(p"Vx)). 

Así pues N(p.i = (pN(p"\ 

Corolario 3.5.2.3 

(p-̂  Ncp-i = N(p-\ 

Demostración: 

Por la proposición anterior se tiene que N<p.i = (pN(p"', luego (p"̂  N(p.i = 

Níp"^ 

Corolario 3.5.2.4 

N(p.i(p = (pN. 

Demostración: 

Como N(p-i = (pN9"^ se tiene que Ntp.i 9 = cpN. 

Notación 

Se denota (T* )(p a la t-conorma dual de la t-norma T respecto de la 

negación N transformada por la biyección (p, es decir (T* )̂<p (x, y) = (p' 

i(N(T(N((p(x)), N((p(y)))). 

Se denota (T^p)* '̂̂  a la t -conorma dual de la t-norma T<p respecto de la 

negación Ncp, es decir, (Tcp)*'''̂  (x, y) = N^((p-'(T{(p(Ncp(x)), (p(Ncp(y))})). 
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Proposición 3.5.2.2 

CT*\ =(Tcp)*^*. 

Demostración: 

(T* ^).p (X, y) = (p-i(N(T(N((p(x)), N((p(y)))) 

= (p''N(T(N(p(x), N(p(y))) Por corolario 3.5.2.1 ((p Ncp = Ncp) 

= (p"'N(T((pN<p(x), (pN<p(y))) Por corolario 3.5.2.2 (N<p (p-'=(p"'N) 

= Ncpíp"' (T((pNcp(x), (pN.p(y))) 

=Ncp((p"'(T{(p(Ncp(x)), (p(Ncp(y))})) 

= (T )̂*^<P (X, y) . I 

Proposición 3.5.2.3 

(T*^^-')cp = (Tcp)*^. 

Demostración: 

{!*'"'-% (X, y) - (p-'(T*^<^-\cp(x), (p(y))) 

= <p-' (N<p.i(T{N<p.i((p(x)), N<p.i((p(y))})) 

= 9"' N(p.iT{N((,.i9(x), N(p.i9(y)} Por corolario 3.5.2.3 

= N9'^T{N<p.i9(x), N(p.i9(y)} Por corolario 3.5.2.4 

= N9'(T{9N(x)),9N(y)}) 

= N9-'(T{9N(x)),9N(y)}) 

- (Tcp)*^ (X, y) . I 
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Ejemplo 3.5.2.2: 

se 

Si (p(x) = x^ y N(x) = 1-x, entonces N<p (x) = V l - x . Si T = W entonces 

XT loo 

comprueba que (W* )^,(x,y)=-^x +y . 

Se comprueba que (W* '̂ )(p (x, y) es igual a (W<p)*^* (x, y) pues 

(W^)*^'P (x, y) = N,p((p-^(T{(p(Ncp(x)), (p(Ncp(y))})) 

= ^l-(^W((pN,(x),(pN^(y))' 

= ^l-W((pN,(x),<pN,(y) 

= M-W([.íü^) ,(Víy) ) 

= ^/l-W(l-x^ly) 

= Vw-(x^ ŷ ) 

I 2 2 

-^x + 7 , como era de esperar. 
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3.5,3. Propiedades de las ^-medidas borrosas de 

especificidad definidas utilizando familias de t-

normas, familias de negaciones y familias de t-

conormas 

Notación 

Una ^-medida borrosa de especificidad definida mediante la cuaterna 

(Ti, N, S, T3), cuando pueda haber alguna duda, se expresará por 

ME(T„ N, S, T3) (A), es decir, 

ME (T„ N, S, T3) (A) = Ti(aa, N(S 2..̂  {TsCaj, wj)})). 

Las siguientes corolarios son consecuencia inmediata de esta definición. 

Corolario 3.5.3.1 

Si Ti<T'i entonces ME(Tj,N, S, T3)(A) es más estricta que 

ME(T,',N,S,T3)(A). 

Corolario 3.5.3.2 

Si T3<T'3 entonces ME(Ti,N, S, T3)(A) es menos estricta que 

ME(T„N,S,T3)(A). 

Corolario 3.5.3.3 

Si S<S' entonces ME(T,,N, S, T3)(A) es menos estricta que 

ME(T„N,S',T3)(A). 

Corolario 3.5.3.4 
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Si N<N' entonces ME(Tj,N, S, T3)(A) es más estricta que 

M E ( T „ N ' , S , T 3 ) ( A ) . 

Proposición 3.5.3.1 

ME (Tj, N , (r^)<p, T3) (A) = ME (T„ N , (T^)*^^, T3) (A). 

Demostración: 

Es una consecuencia inmediata de la proposición 3.5.2.2 por ser (T*^)(p 

igual a (Tcp)*''^. I 

Proposición 3.5.3.2 

ME(T„N', (T*"-"'),, T3) (A) = ME(Tj,N', ( T ^ ^ , T3)(A). 

Demostración: 

Es una consecuencia inmediata de la proposición 3.5.2.3, por ser 

Proposición 3.5.3.3 

Si la negación N es involutiva se tiene que 

*N 1 

ME(T„N, (T •'-'X, T3) (A) = Ti(ai, T̂p 2..d{NT3(aj, Wj)}). 

Demostración: 

Por la proposición anterior 

ME(Tj,N, (T*""^-'),, T3) (A) = ME(T„N, ( T . ^ , T3)(A) 

= Ti(ai,N((T<p)*\.d{T3(aj,Wj)})) 

= Ti(ai, N( N(T.p2..d{NT3(aj, Wj)}))) 
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- Ti(ai, T<p 2..d{NT3(aj, Wj)}). I 

Corolario 3.5.3.5 

Si para definir la -<;-medida borrosa de especificidad se utiliza la 

cuaterna (Tj, N, S, T3^)se obtiene que: 

ME(T,,N, S, T3^)(A) = Ti(ai, N(S 2..d{c()-^T3(9(aj), (p(wj))})). 

Ejemplo 3.5.3.1 

Si N es la negación usual, 

ME(W,N,S,T^,) (A)= a,-S2..,{^T(aJ, w ^ } . 

Corolario 3.5.3.6 

Si para definir la ^-medida borrosa de especificidad se utiliza la 

cuaterna (T],N, S^, T3^)se obtiene que: 

ME(T„N, S^, T3^)(A) = Ti(ai, N(|)-^S 2..d{T3((p(aj), cp(wj))}). 

Demostración: 

ME(T„N, S^, T3^)(A) - T,(ai, NŜ p 2..d{T3 <p (aj, Wj)}) 

- Ti(ai, NS<p 2..d{(p"'(T3((p(aj), cp(wj)))}) 

= Ti(ai, N((p-^(S 2..d(cp{(p-kT3((p(aj), 9(wj)))})))) 

= Ti(ai, N(cp-kS 2..d{T3((p(aj), (p(wj))}))) 

= Ti(ai, Ncp-̂ S 2..d{T3((p(aj), cp(wj))}). I 
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Ejemplo 3.5.3.2 

Si N es la negación usual, 

ME(W,N, S^„ T^<,)(A) = a,-^S2.. ,{T(a],wp} 

Ejemplo 3.5.3.3 

Si N es la negación usual, 

ME(W,N, S^2, T^2)(A) = a^-2/ Ŝ  JT(a; , wJ)} 

Ejemplo 3.5.3.4 

Si N es la negación usual, 

ME(W,N, S ^ , T^)(A) = a , - ( S,AT^(^.,^.)} f 

Proposición 3.5.3.4 

Si para definir la ^-medida borrosa de especificidad se utiliza la 

cuaterna (Tj,N^, S^, T3^)se obtiene que: 

ME(T„N^, S,, T3,)(A) = Ti(ai, cp-̂ NS 2..d{T3((p(aj), (p(wj))}). 

Demostración: 

ME(T„N^, S^, T3^)(A) = Ti(ai, N<p S<p 2..d{T3 cp (aj, Wj)}). 

= Ti(ai, N<p S<p 2..d{(p"'T3((p(aj), (p(wj))}) 
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= Ti(ai, Ncp (p-'S 2..d{W"'T3((p(aj), (p(wj))}) 

= Ti(ai, Ncp (p-'S 2..d{T3(q)(aj), cp(wj))}) 

Ti(ai, (p-'Ncpcp-'S 2..d{T3(9(aj), (p(wj))}) 

Ti(ai, (p-'NS 2..d{T3(cp(aj), (p(wj))}). • 

Ejemplo 3.5.3.5 

Si N es la negación usual, 

ME(T„N^,, S^„ T^J(A) = T,(a„ ^ l-S{T(a^ w^} ) . 

Ejemplo 3.5.3.6 

Si N es la negación usual, 

ME(T„N , , S , , T , ) ( A ) = T , ( a „ ^ l - S { T ( a ; , Wj^)}). 

Ejemplo 3.5.3.7 

Si N es la negación usual, 

ME(T,,N^, S^, T^)(A) = T.(a„ (N(S,..,{T(7¡;,7^)}/ >• 

Proposición 3.5.3.5 

Si para definir la -(-medida borrosa de especificidad se utiliza la 

cuaterna (Ti^,N^, S^, 13^) se obtiene que: 

ME(T,^,N^, S,, T3^)(A) = (p-^Ti((()(ai), N S 2..d{T3(cp(aj), (p(wj))}) . 

Demostración: 

ME(T,^,N^, S^, T3^)(A) = Ti ^ (ai, N<p S^ 2..d{T3 cp (aj, Wj)}) 
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= Ti cp (ai, Ncp Scp 2..d {(p"\T3((p(aj), (p(wj))}) 

= Ti <p (ai, Ncp (p'̂ S2,.d {9(p"kT3(cp(aj), 9(wj))}) 

= Ti cp (ai, Ncp (p-̂ S2..d {T3((p(aj), (p(wj))}) 

= Ti cp (ai, (p-̂ N (p(p-̂ S2..d {T3((p(aj), (p(Wj))}) 

= Ti cp (ai, (p-'N S2..d {T3(q)(aj), (p(wj))}) 

= (p-'Ti((p(ai), 9(p'^NS2..d {T3((p(aj), (p(wj))}) 

=(p-^Ti(cp(ai), N S 2..d{T3((p(aj), cpíwj))}) . I 

Se observa como la función (p sólo aparece al principio y al final de la 

expresión. En el caso en que la negación sea de la familia de la negación usual 

se tiene: 

ME(T,^,N^, S^, T3 )̂ (A) =(p-*Ti((p(ai), 1-S 2..d{T3(q)(aj), (p(Wj))}). 

Ejemplo 3.5.3.8 

M E ( T ^ „ N ^ „ S^„ T , , ) (A) = ^T,(a^NS,..,{T(aJ,w;)} 

Ejemplo 3.5.3.9 

Si Ti es el producto y N la negación usual. 

ME(Prod^,,N^,, S^2, T^2)(A) = ^af(l-S,.4T(aJ, wj)}) 

= ai^l-S,..d{T(a^w;)}. 

Corolario 3.5.3.7 
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Si (p(x)=x'', qeQ, q>0 entonces la -^-medida borrosa de especificidad 

definida por la cuaterna (Tiq,, Ntp, Sq,, Prod «p) coincide con la -^-medida borrosa 

de especificidad definida por la cuaterna (Ti(p, N(p, S(p, Prod). 

La demostración es una consecuencia inmediata por la proposición 

3.5.1.4 por ser 9 un automorfismo de ([O, 1], Prod). I 

Proposición 3.5.3.6 

Si la suma se pesos es menor o igual a uno, entonces la ^-medida 

borrosa de especificidad definida por la cuaterna (W q,N q, W*q, T q) es: 

d 
,q ME(W^,,N^,, W^q, T^q) (A) = ^ a ^ 2 a > | 

Demostración: 

En efecto, si (()(x) = x^, 

ME(W^,,N^^, W^q, T^q)(A) = cp-^W((p(ai), l-W*2..d{T3((p(aj), <p(wj))}) 

= 9¡Máx O, a?+( l -Min j l , | ; a^^ .wjh- l | 

í^f 
J=2 

Ya que al ser V" w.- < 1, se tiene que X,W/ ^ V,w,- < 1, por lo que 
j-2 7=2 j=2 

Í ^ X - S ^ 2 - ^ J - ^2-2^1- af.l<l, luego Mmjl, 2 a ^ w n = 5 1 ^ M - P̂ *̂ 
y=2 y=2 J=2 [ j=2 J y=2 
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otra parte al ser ^ a ^ w j ^^af.w^. < a f . ^wj < af tenemos que Máx{0, af 
j=2 j=l j=2 

d 

•ZaX} = af-SaX.I 
y=2 j=2 

Ejemplo 3.5.3.10 

Si (p(x) = 2x-x'^ y N(x) = 1-x, entonces (p"\x) = 1 - v l - x , por lo que 

ME(W,,N,, W%, Prod,)(A) = 1- l - ( (2a , - a^ ) -X(2a3-aJ ) (2Wj-wf ) 
J=2 

Ejemplo 3.5.3.11 

Si (p(x) = 2x-x^ y N(x) = 1-x, entonces 

ME (Prod,, N, W*,Prod)(A) = 1 - l - (2a,-af) . [2( l-(Xa, .w,))-( l -( | ;a ,M;,))^] 

Proposición 3.5.3.7 

,2 Si (p(x) = 2x-x y N(x)=l-x, entonces ME(Prod , N, W*, Prod) es más 

d 

estricta que ME (Prod, N, W*, Prod) (A) = a i - ^a^Wj . 

Demostración: 

Al ser Prod < Prod 2 P^r la proposición 3.5.3.1 se tiene que 

ME (Prod,, N, W*, Prod) es más estricta que ME (Prod, N, W*, Prod) (A). I 
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3.6. -<-MEDIDA BORROSA DE ESPECIFICIDAD 

SOBRE UNIVERSOS INFINITOS 

El objetivo de este apartado es definir una medida borrosa de 

especificidad cuando el universo X sobre el que trabajamos tiene infinitos 

elementos. Se pretende que verifique las propiedades que definen las -^-medidas 

borrosas, y las propiedades que caracterizan a las medidas de especificidad. Se 

pretende también que generalicen a las ^-medidas borrosas de especificidad 

definidas para universos finitos. Se proponen distintos ejemplos. Comienza 

analizando el trabajo de Yager [Yager; 1998] para las medidas de especificidad 

en universos continuos. 

3.6.1 Especificidad en dominios continuos. 

Yager [Yager; 1998] propone medidas de especificidad útiles para 

dominios continuos. 

Supone que X es un dominio continuo, por ejemplo un intervalo real. Sea 

A un conjunto borroso sobre X y sea Aa su subconjunto de nivel a. 

Recuerda la siguiente definición: 

Definición 3.6.1: 

Una medida borrosa M [Nguyen-Walker; 1996] (o c-medida borrosa) 

es una ñmción M:{0, 1} ^ [O, 1] que verifica las siguientes propiedades: 

1) M(0) = O 

2) M(X) = 1 

3) Si A e B entonces M(A) < M(B) 
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Se observa que se define sobre subconjuntos clásicos. 

Considera sólo medidas borrosas según [Nguyen-Walker; 1996] para las 

cuales M(B) = O si y sólo si B es el conjunto vacío o un conjunto clásico de un 

único elemento. 

Definición 3.6.2: 

Define [Yager; 1998] una medida de especificidad en dominios 

continuos como: 

Sp(A)= J F(M(A„))da 

donde amax es el máximo grado de pertenencia en A y F es una función definida 

de [O, 1] -^ [O, 1] con las siguientes propiedades: 

1) F(0)=1 

2) F(1)=0 

3) F ( x ) < F ( y ) < O s i x > y . ' 

Comprueba que esta definición satisface las propiedades que definen una 

medida de especificidad. 

En efecto Sp(0)=O pues otmax es cero. 

' Esta propiedad debe ser: Si x>y entonces O < F(x) < F(y) < 1. 
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Estudia bajo que condiciones la medida de especificidad de un conjunto 

borroso es uno. Para que Sp(A) = F(M(Aa))da = 1 se requiere que M(Aa) 

o 

sea igual a cero para todo a y que ttmax sea 1, por lo que, con las condiciones 

impuestas a la medida M, (M(B) = O si y sólo si B es el conjunto vacío o un 

conjunto clásico de un único elemento) A debe ser un conjunto clásico de un 

único elemento. 

Si el máximo valor de pertenencia aumenta, entonces también Sp 

aumenta. Si el máximo valor de pertenencia disminuye entonces Sp disminuye. 

Yager [Yager; 1998] presenta el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 

Sea X = [O, 1] y M una medida (medida de Lebesgue-Stieltjes) sobre 

intervalos definida como M([a, b])=b-a. Supone que F se ha definido como F(z) 

= 1 - z. Sea A un conjunto borroso, que representa una distribución de 

posibilidad, definido como: 

A(x) = 

Gráficamente, el conjunto borroso A se representa de la siguiente 

manera: 

2x 

-2x+2 

0 

0<x<0 .5 

0 .5<x<l 

en otro caso 

Luis Garmendia Salvador 113 



Medidas de especificidad en universos infinitos 

Q¡2 

a 

(2-0^/2 

Fig 1; Conjunto borroso A(x) = 
2x O < X < 0.5 

-2x+2 0.5 < X < 1 

O en otro caso 

Para cualquier a, Aa = [a/2, (2-a)/2] y M(Aa) = (2-a) /2-a/2 = 1-a. 

Como ttmax^l entonces: 

1 1 

Sp(A) = í F(M(Aa))da = J 1 - (1-a) da = 0.5 

o o 

Reflexiona que se puede obtener una forma muy peculiar de medida de 

especificidad con dominios continuos. Sea X el intervalo real [a, b] y sea 

F(z)=l-z. En este caso: 

S p ( A ) - j F(M(Aa))da= J (l-M(Aa))da = a^ax - J M(Aa)da (1) 
0 0 o 

Utiliza como medida M la medida de Lebesgue dada por la longitud del 

segmento normalizada, M(B) = Longitud(B)/(b-a). 
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^max qa 

Representando Sp(A) = a . „ - j M(A„) da y A„ = Q A,, donde 

1 v^ 
Aai=[aai, bai], Y Long(Aai)=bai-aai, entonces M(Aa)=- Y Long(Aai) y 

h — n *^^ 

O í=l 

1 

b-a 
i=\ 

Cí 

^ ^max 

Sp(A) = a^ax I Long(Aai) da 
b-a J o 

Observa que la expresión Long(Aai)da puede verse como el área 

o 

bajo el conjunto borroso A. De esta forma la especificidad de un conjunto 

borroso sobre un dominio continuo puede verse como ttmax • Y al 
b - a 

área bajo A , , . , , „ . , , . , , . , . , 
ser la media de la luncion de pertenencia del conjunto borroso A, la 

b - a 
medida de especificidad de un conjunto borroso en un dominio continuo puede 

formularse de forma sencilla y útil como la diferencia entre el mayor valor de 

pertenencia de A y la media de sus valores de pertenencia. 

Reflexiona que al dividir el área entre la longitud del intervalo b-a, al 

modificar ésta puede cambiar la medida de especificidad aunque el área bajo el 

conjunto no varíe. 

Observación: 

Se observa que el ejemplo de medida de especificidad que contempla 

contempla Yager no verifica necesariamente el primer axioma de medida de 

especificidad [R. R. Yager; 1990], ya que la medida M utilizada, la longitud del 

segmento, o la longitud normalizada del segmento, no verifica la propiedad 

impuesta de ser O si y sólo si el conjunto es el vacío o tiene un único elemento. 

Por tanto no verifica que la especificidad de un conjunto borroso vale uno si y 
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sólo si dicho conjunto es un conjunto clásico unitario. También valdría uno para 

un conjunto clásico con dos elementos, o con n elementos. 

Las siguientes definiciones y resultados son originales de esta memoria 

de doctorado: 

3,6,2, -<-Medida borrosa de especificidad sobre 

universos infinitos 

En este apartado se define y analiza una -<-medida borrosa de 

especificidad sobre conjuntos referenciales continuos mediante una expresión 

en la que se utilizan t-normas y negaciones. 

Sea X un universo continuo. Sea A un subconjunto borroso de dicho 

universo cuyo máximo valor de pertenencia sea ttmax y sea Aa su subconjunto de 

nivel a. Sean Ti y T2 dos t-normas y N una negación. Sea M una medida 

borrosa según [Nguyen-Walker; 1996]. 

Definición 3.6,2.1: 

Se define la ^-medida borrosa de especificidad de un subconjunto 

borroso A sobre un conjunto referencial infinito por: 

ME(A) = Ti(a„ax, N( J T2(M(Aa), da))) 
o 

donde la integral es una integral de Choquet. 

Ejemplo 3.6.2.1: 
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Si T2 es la t-norma producto, N la negación N(x)=l-x, Ti es la t-norma 

de Lukasiewicz Ti(x, y) - máx(0, x+y-1), M es la medida de Lebesgue dada por 

la longitud, estamos en el ejemplo (1) propuesto por Yager. 

En efecto ME(A) = máx (O, a^ax +N( í M(Aa).da) - 1) 

= max 

"•mor 

(O, a„ax+l- j M(Aa).da-l) 

^max 

máx(0, amax- J M(Aa).da) 

J M(Aa).( = «max - M ( A a ) . d a 

(pues M(Aa) es siempre menor o igual a uno) y obtenemos la expresión (1). 

Relación con el caso discreto: 

Esta forma de definir una ^-medida borrosa de especificidad generaliza 

la expresión discreta si se considera que una t-conorma generalizada puede 

expresarse por una integral de Chaquet, y los pesos vienen dados en función de 

la medida borrosa de los subconjuntos de nivel. 

Observación: 

Se observa que Yager introduce la negación, a la que nombra F, dentro 

del signo integral. Al utilizar en los ejemplos una función lineal como la 

negación N el resultado es el mismo que en este caso. Sin embargo si se utiliza 

otra negación el resultado es distinto. 
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Teorema 3.6.2.1: 

ME es una -<-medida borrosa de especificidad. 

Demostración: 

o 
1. ME(0) = Ti(O, N(J T2(0, da))) = 0 

o 

1 1 

2. ME({x}) = T i ( l , N ( j T2(M(Acx),da))) = N ( | T2(0, da)) = N(0) =1 
o o 

3. Si A y B son subconjuntos difusos normales y A c B entonces ME(A) 

> ME(B). En efecto si A c B entonces M(Aa)^M(Ba) para todo a 

luego T2(M(Aa), da))< T2(M(Ba), da)): 

ME(A) = T i ( l , N ( J T2(M(A„), da))) 

N(J T2(M(Aa), da)) 

1 

- - v 

o 

1 

N(J T2(M(Ba), da)) 

T,(1 ,N(J T2(M(Ba), da))) - ME(B). 

Teorema 3.6.2.2: 

Si la medida borrosa M verifica que M(B) = O si y sólo si B es el 

conjunto vacío o un conjunto clásico de un único elemento, N es una negación 

fuerte y T2 es una t-norma positiva entonces la -<-medida borrosa de 

especificidad es una medida de especificidad según Yager. 
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Demostración: 

Si imponemos a la medida borrosa M, como hace Yager, que M(B) = O si 

y sólo si B es el conjunto vacío o un conjunto clásico de un único elemento 

tenemos que ME(A)=:1 si y sólo si A es un conjunto clásico con un único 

elemento bajo algunas condiciones impuestas a la negación y la t-norma T2. En 

efecto si 

ME(A) = 1 = Ti(a„,ax, N( J T2(M(Aa), da))) debe ser a^^ax^l y 
o 

^max 

N( T2(M(Aa), da))=l , luego la negación debe verificar que N(x)=l si y sólo 
o 

si x=0. Entonces T2(M(Aa), da)=0, luego T2 debe ser una t-norma positiva, 

O 

y M debe verificar la propiedad impuesta por Yager. I 

Propiedad 3.6.2.1: 

1 

Si A es un conjunto clásico entonces ME(A)= N( f T2(M(Aa), da)) 
o 

Demostración: 

^max 

En efecto ME(A) = Ti(a„,ax, N( J T2(M(Aoc), da))) 

1 

T i ( l , N ( J T2(M(Aa), da))) 

= N ( j T2(M(Aoc), da)). 
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Propiedad 3.6.2.2: 

Si A y B son dos conjuntos clásicos y M(A) > M(B) entonces ME(A) < 

ME(B) 

La demostración es consecuencia inmediata de la propiedad anterior. 

Observación: 

ME es una -<-medida borrosa. 

En el conjunto de los subconjuntos borrosos de un universo dado 

tenemos un preorden dado por la cualidad de ser más o menos específico. Dicha 

cualidad es la que se pretende medir. 

Propiedad 3.6.2.4: 

ME es una -^-medida borrosa de especificidad regular 

Demostración: 

! 1 

ME(X)=:Ti ( l ,N(J T2(M(X), d a ) ) ) = N ( J T2(l, da)) = N(l ) = 0. • 
o o 

Definición 3.6.2.2: 

Se dice que una -^-medida borrosa de especificidad ME es más estricta 

que ME* si para todo subconjunto borroso A verifica que ME(A) < ME*(A). 
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3.6,3. Ejemplos 

Ya se ha estudiado el ejemplo que se obtiene si la integral es una integral 

de Lebesgue, la medida M es la medida de Lebesgue, la negación es N(x)=l-x, 

la t-norma Ti es la t-norma de Lukasiewicz y T2 es la t-norma del producto. Se 

comprueba que generaliza el ejemplo de medida de especificidad estudiado por 

Yager, y la medida de especificidad lineal del caso discreto. 

Ejemplo 3.6.3.1: 

Sea N(x)-l-x, Ti=W, T=Prod, luego 

ME(A) = amax- f M(Aa).da 

Se calcula la -(-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

B(x) = 

O O < X < 0.25 
4JC-1 0.25<x<0.5 

-4x + 3 0.5<x<0.75 
O 0.75 < x < l 
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Gráficamente, el conjunto borroso B se representa de la siguiente 

manera: 

O.S 

O.E 
y 

0.4 

0.2 

OX^OTü 

a 

(a+l)/4 (3-a)/4 

Fig 2: Conjunto borroso B(x.) == 

O 0<jc<0.25 

, .4x-l ,0.25<x<0.5 
-4;c + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75<x<l 

Para cualquier a, Ba = [(a+l)/4, (3-a)/4] y M(Ba) = 
S-Cf a + 1 

\-a 
. Como amax=l entonces: 

ME(B)=1- j M(Ba)da=l- J ^-^da=\-
4 4 

Se calcula la ^-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

C(x)=-
X 0<jc<0.5 

l-x 0.5<jc<l 

Gráficamente, el conjunto borroso C se representa de la siguiente 

manera: 
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Para cualquier a, Ca = [a, l-ot] y M(Ca) = 1-a-a = l - 2 a para a menor 

o igual a 0.5, y cero para a mayor que 0.5. Como ainax=0.5 entonces: 

0.5 0.5 

ME(C) = - - J M(Ca)da = - - J (l-2a). da i_l = i 
2 4 4 

Se calcula la -<-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

D(x) = 

O 0<x<0 .25 

2X-1/2 0.25 < x < 0.5 

3 / 2 - 2 x 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

Gráficamente, el conjunto borroso D se representa de la siguiente 

manera: 
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Fig 4: Conjunto borroso D(x) : 
O 0<x<0.25 

2X-1/2 0.25<;«;<0.5 
3/2-2;c 0.5S;<;<0.75 

O 0.75<x<l 

, • T̂  r l , « 3 a , ^,,_ . S a l a 1 
Para cualquier a, Da = [ —+ —, ] y M(Da) = = — a 

^ 4 2 4 2 4 2 4 2 2 
para a menor o igual a 0.5, y cero para a mayor que 0.5. Como aniax=0.5 
entonces: 

ME(D)=i-"j M(D„)da= i-"f ( i -a ) .da=i - ( i - i )= \ - \ =3/8. 

Se calcula la ^-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

E(x) 

4x O < X < -
4 

4 4 

4-4x -<x<l 
4 
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Gráficamente, el conjunto borroso E se representa de la siguiente 

manera: 

1 

0.8 

0.6 
y 

0,4 

0.2 

J 0.2 U.4 yU.b 0.8 1 

Fig 5: Conjunto borroso E(x) = 
4;c Q<x<-

4 

1 i< .a 
4 4 

3 
4-4:c - < x < l 

4 

Para cualquier a, Ea = [a/4, l -a /4] y M(Ea) = l - a /4 -a /4 = para 

todo a. Como amax=l entonces: 

1 1 

ME(E) = 1-J M(Ea)da=l-f ( l--) .da= l - ( l - - ) = 1 - 1 = 1 
4 4 

Se observa que los conjuntos borrosos A, B y E son normales con 

B c A c E , y que C y D no lo son, con DcC. Su -^-medida borrosa de 

especificidad de este ejemplo 1 verifican la siguiente relación: 

ME(B) > ME(A) > ME(D) > ME(C) = ME(E) 

Ejemplo 3.6.3.2: 
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a„ 

Sea N(x)=l-x, Ti = T2 = Prod, luego ME(A) = ttmax -ctmax M(Aa).da 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad para los conjuntos 

borrosos anteriores: 

A(x) -
2x 0<x<0.5 
-2x+2 0.5 < X < 1 

O en otro caso 

Qf 2 oc 2 — ot ot 
Para cualquier a, A» = [—, —JT"] Y M(Aa) = = 1-a. Como 2 2 2 2 

amax=l entonces: 

f f 1 
M E ( A ) = l - l . j M(A„)da=l- l . J 1 - (1-a) da = 1-1.(1--) = 0.5 

o o 

B(x) = 

O O < jc < 0.25 

4JC-1 0.25 <x< 0.5 

-4x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75<JC<1 

1-a 

Para cualquier a, B» = [(a+l)/4, (3-a)/4] y M(Ba) = (3-a)/4-(a+l)/4 

. Como amax=l entonces: 

1 1 

M E ( B ) = 1 - 1 . | M(Bcc)da=l- l . j ^ - ^ • da - l - ( i ) ( ( l - ^ ) 
2 2 

= 1 -1 = 1 
4 4 
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Se calcula esta -^í-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

C(x) 
I jc 0<jc<0.5 

1-x 0 . 5 < x < l 

Para cualquier a, €« = [a, 1-a] y M(Ca) = 1-a-a = l - 2 a para a menor 

o igual a 0.5, y cero para a mayor que 0.5. Como ainax=0.5 entonces: 

0.5 

ME(C) = 2 - 2 J M(Ca)da = T" H (l-2«) 1_1 
2 2 

0.5 

.da 

l _ i (-1-1̂ = 1 _ i = 1 
2 2 2 4 2 8 8 

Se calcula esta -<;-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

D(x) 

O 0<x<0 .25 

2 x - l / 2 0.25<x<0.5 

3 /2 -2X 0.5<x<0.75 

O 0 .75<x<l 

T, 1 - T̂  f l ^ o c S a , - . , - . . , 3 a l a 1 
Para cualquier a, D» = [ —+ —, ] y M(Da) = = — a 

4 2 4 2 4 2 4 2 2 
para a menor o igual a 0.5, y cero para a mayor que 0.5. Como amax=0.5 

entonces: 

ME(D)=i-ijM(D„)d«=i-ij(i-a) da 

1 1 1 1 1 1 1 1 
A_ L {---) = -!— 1 ( i ) = 1-1/16 = 7/16. 
2 2 4 8 2 2 8 2 

Se calcula esta -<-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

Luis Garmendia Salvador 127 



Medidas de especificidad en universos infinitos 

E(x) 

4x 0<x<-
4 

1 -<x<-
4 4 

4 - 4 x - < j c < l 
4 

a Para cualquier a, E<x = [a/4, l-a/4] y M(Ea) = l-a/4-a/4 = 1 para 

todo a. Como amax=l entonces: 

1 1 

ME(E)=l- l . f M(E„)da= 1-1. f ( l - - ) .da = 1-1.(1--) 
J J 2 4 

- i - i - i . 
4 4 

Se observa que los conjuntos borrosos A, B y E son normales con 

BcAcE, por lo que esta medida coincide con la anterior. C y D no lo son, con 

DcC. Su -^-medida borrosa de especificidad de este ejemplo 2 tienen la 

siguiente relación: 

ME(B) > ME(A) > ME(D) > ME(C) > ME(E). 

Como Prod > W, entonces la medida de especificidad definida con el 

producto es menos estricta que la definida mediante la t-norma de Lukasiewicz. 

En efecto 6/16>4/16 y 7/16>6/16. 
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3.6,4. Otras expresiones de -<-medidas borrosas de 

especificidad utilizando familias de t-normas y de 

negaciones 

En este apartado se presentan numerosos ejemplos de ^-medidas 

borrosas de especifícidad y se ofrecen el desarrollo de los cálculos de dichas 

medidas, no porque sean complejos sino por su originalidad. 

Los diferentes ejemplos se tomarán sobre 5 diferentes conjuntos borrosos 

A, B, C, D y E definidos sobre el intervalo [O, 1] para mostrar como varían las 

^-medidas borrosas de especifícidad según las diferentes familias de t-normas y 

negaciones que se consideren. 

En el apartado 3.6.4.1 se desarrollan ejemplos de ^-medidas borrosas de 

especificidad sobre las familias de (W, N, Prod), que se resumen en la tabla 

3.6.4.1 En el apartado 3.6.4.2 se desarrollan ejemplos sobre las familias de 

(Prod, N, Prod), que se resumen en la tabla 3.6.4.2 y en el apartado 3.6.4.3 se 

desarrollan ejemplos sobre las familias (Min, N, Prod), que se resumen en la 

tabla 3.6.4.3. Finalmente se ofrece una visión general de todos estos resultados 

en la tabla 3.6.4.4, que permite obtener unas conclusiones y visualizar 

rápidamente la influencia de las distintas t-normas y negaciones utilizadas en la 

definición de -^-medidas borrosas de especifícidad. También puede servir para 

decidir que ^-medida borrosa de especificidad puede ser adecuada en un 

determinado contexto. 

Se estudian distintas expresiones de ^-medidas borrosas de especificidad 

sobre universos infinitos obtenidas al sustituir una t-norma por otra de la 

familia definida mediante una biyección (p, permitiendo ofrecer un método más 

para generar gran cantidad de ^-medidas borrosas de especificidad diferentes. 
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Si se sustituye la t-norma Ti por una t-norma Ti(p de la familia definida 

mediante la biyección (p, es decir, si T(p(a, b) = (p"^T(q)(a), (p(b)), entonces se 

tiene que: 

Ci 

ME(T^^,N,T,)(A) = cp-'Ti((p(a„,axXcp(N( J T2(M(Aa), da)))) 

o 

Si se sustituye la negación N por la negación N,p de la familia definida 

mediante la biyección (p se tiene: 

^max 

ME (Tj, N^, T^)(A) = Ti (a^ax, (p''N(p( J T2(M(Aa), da))) 

o 

Si se sustituye la t-norma Ti por una t-norma Ti(p y la negación N por la 

negación N(p de las familias definidas mediante la biyección (p se tiene: 

ME(T,^,N^,T2)(A) = (p-iTi((p(a„,ax),cp(p"'N(p( j T2(M(Aa), da))) 

= (p-̂  Ti ((p(a„,ax), N(p( j T2(M(Aa), da))) 
o 

Proposición 3.6.4.1: 

Si (p(x) - x^ con q>l entonces ME(T,, N , Tj) ^ ME(Tj, N, Tj)-

Demostración 

Si (p(x) = x'', con q>l, 0<x<l, entonces x^ < x, luego 1-x'' > 1-x y por 

tanto (1-x^)^'^ > 1-x, por lo que Nq, > N y por la monotonía de Ti se tiene que 

M E ( T „ N ^ , T , ) > M E ( T „ N , T 2 ) . I 
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Proposición 3.6.4.2: 

Si \\f(x) = xP, con p<l entonces ME(Tj, N^, T )̂ < ME(Ti, N, 12). 

Demostración 

Si V(/(x) = x^, con p<l , 0<x<l, entonces x < x^, luego 1-x > 1- x^ y por 

tanto 1-x > (l-x^) ^'^, por lo que Ny < N y por la monotonía de Ti se tiene que 

ME(T, ,N^,T3)<ME(T^,N,T3).I 

EJEMPLO 3.6.4.1: Medidas sobre las familias de (W, N, Prod) 

Si Ti es la t-norma de Lukasiewicz W, T2 es la t-norma producto, N la 

negación usual N(x)=l-x, M es la medida de Lebesgue dada por la longitud, 

(p(x) = x"̂ , \)/(x) = Vx entonces 

W<p (x, y) = ^máx(0,x^+y^ -\); 

N<p(x) = ^ l - x ^ , 

Wy (x, y) ^ (máx{0. V i + Vy-1)^ 

Ny(x) = (1- Vx )^, luego: 

I ( ('^max 
ME(W, N^, Prod) (A) = máx (O, ttmax + iM " J ^(^a)-doc 

\2 
- 1 ) 

= amax + ? U -[j'-MiAafdai 1 
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ME (W, N^, Prod) (A) = máx (O, a^ax + 1-^J"™' M(A„).Ja - 1) 

y^ . C^max , , , , , , _~l Carnea , , , , , , - , 

máx (O, ttmax +1 + M(A(x ).da - 22 M(Aa ).da - 1) 

= máx (O, ttmax + f ""^ M(Af¡^).da-2'Á j '"'^ M(Ac¡ ).da ). 

ME(W^, N, Prod)(A) = cp"̂  Ti ((p(amax), 9( N( J T2(M(Aa), da)))) 

máx(0,aL.+ 
"rnax 

1- J M(A„)¿/a 
V 

•1) 

ME(W^, N,Prod) (A) máx (O, ̂ / ^ + 1 - 1 M(AJ¿/a -1) 

\2 

ME (W ,̂ N^, Prod) (A) = máx (O, « ^ + 1 j M(A„)Ja •1) 

máx (O, al^ - J M(AJí/a 

ME(W^,N^,Prod)(A) ( 0 . ^ t - J J M ( A J J a ) max (U, Ja, 

Observación 3.6.4.1.1 

Se verifica que ME (W, N^, Prod) ̂  ME (W, N, Prod) < ME (W, N^, Prod) • 

132 Luis Garmendia Salvador 



Medidas de especificidad en universos infinitos 

Ejemplo 3.6.4.1.1: Conjunto borroso A 

Sea A un conjunto borroso definido como: 

A(x) 

2x O < X < 0.5 

-2x+2 0 .5<x<l 

O en otro caso 

M(Aa) - = l-OL para cualquier a, luego 

I (I 
^max ^max -

J M(Aa).da = J ( l - a ) d a = - . 

Ejemplo 3.6.4.1.1.1 

ME (W, N^, Prod) (A) = a^ax + iM " J ^("^a / ^ « 
^2 

1+ f ( í <'-"> ^2 
da 

ti- Of s s 0.8660 

Ejemplo 3.6.4.1.1.2 

ME (W, N^, Prod) (A) = máx (O, a^ax + J M(Aa ).da - 2^\ M(Aa ).da ) 

= máx{0, 1 + i - - ^ } = ^ = 0.085786 
2 v2 2 
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Ejemplo 3.6.4.1.1.3 

í «„ 
ME(W^, N, Prod) (A) = máx (O, al + 

\2 

1- J M(AJJa -1) 

ímax(0, 1+ í l - | ] -1) 

r. i t 1 
1- = - =0.5 

2 

Ejemplo 3.6.4.1.1.4 

\2 

ME(Wy, N,Prod)(A) máx (O, ^a^ + 1 - J M(AJ¿/« -1) 

= max(0, 14—^-1 
1 , t r 1 ^̂  

IV2J 
1/2 = 0.5 

Ejemplo 3.6.4.1.1.5 

ME(W^, N^, Prod) (A) = máx (O, a, 2 
max J M(A„)í/a 

= Jmax (0,1-
/ i \2 

v 2 , 

V^ 
= ̂ ^ s 0.8660 

2 

ME(W, N^,Prod) (A), 

pues (p es un automorfismo de ([0,1], Prod). 

Ejemplo 3.6.4.1.1.6 
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ME(W^,N^,Prod)(A) = 
...... . •• ¡ " m a x 

máx (O, V«n,ax -Á\ M ( A J J a ) 

( 1 t 
max(0, 1—7=) 

V2 

0.085786 = ME(W, N,,,, Prod)(A), 

pues \if es un automorfismo de ([0,1], Prod). 

Ejemplo 3.6.4.1.2: Conjunto borroso B 

Se calcula la -<-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

B(x) = 

O 0<x<0 .25 

4 x - l 0.25 < x < 0.5 

- 4 x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

M(Ba) 
3-a a+\ _ 1 -a 

para cualquier a y M(Ba).da es igual a 

"mea 

J 
l-a ^ 1 

da = —. 
2 4 

Ejemplo 3.6.4.1.2.1 

ME (W, N^, Prod) (B) = máx (O, a^ax + iH - J M ^ a ^-^^ 

= máx (O, 1+ 2 l-í £ Í Z ^ d« I -1 ) 

^2 

- 1 ) 
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= ?i- í-1 0.968. 

Ejemplo 3.6.4.1.2.2 

ME (W, Ny, Prod) (B) = máx (O, a^ax + J M(B„ ).da - 2 | J M(S« ;.c/a ) 

4 >/4 
- = 0 . 2 5 . 
4 

Ejemplo 3.6.4.1.2.3 

ME(W^, N, Prod)(B) = máx (O, < ^ + 1- J M(BJtfa -1) 

max(0, 1+ 
^ i t .. 3 
1--

V 4 , 
l ) = - = 0 . 7 5 . 

4 

Ejemplo 3.6.4.1.2.4 

ME(Wy,N,Prod)(B) 
r^ Y 

máx (O, ^ + 1 - J M ( B J J a -1) 

V 
max(0, 1 + J - - 1 V4 = - = 0 . 7 5 . 

4 

Ejemplo 3.6.4.1.2.5 

ME(W^, N^, Prod)(B) = ME(W, N^, Prod)(B) = ^ = 0.968 

Ejemplo 3.6.4.1.2.6 
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ME(W^, N^, Prod)(B) = ME(W, N^, Prod)(B) = - = 0.25 
4 

Ejemplo 3.6.4.1.3: Conjunto borroso C 

Se calcula la ^-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

C(x) 
\ X 0 < x < 0 . 5 

1-x 0 . 5 < x < l 

M(Ca) = 1 -a -a = l - 2 a para a menor o igual a 0.5, y cero para a mayor 

r i - 2 a si a < 0 . 5 
que 0.5, es decir, M(Ca) = i y 

O si a>0.5 

max 0.5 •, 

J M(Ca).da= J ( l - 2 a ) . d a = - . 

Ejemplo 3.6.4.1.3.1 

ME (W, N^, Prod) (C) = máx (O, an,ax + f-[\l'^'^ M ( C J . J a j ' - 1 ) 

^f(j>^ da 

- ?i-
í^ ^2 

^4, 
^ i . 0.468. 

2 4 2 

Ejemplo 3.6.4.1.3.2 

ME (W, N^, Prod) (C) = máx (O, a^ax + J MfC« ).da - 22̂  J M(Ca ).da ) 
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máx(0, - + - - A ) = o. 
2 4 Vi 

Ejemplo 3.6.4.1.3.3 

í «m 

ME(W^, N, Prod)(C) = máx (O, « ^ + 1" J M ( C J J a 
V 

•1) 

= .|max(0, 
(\^ ( 1V 

v2y 
+ 1 - - -1) 

máx {O, j - + — - 1 }= 0. 
V4 16 

Ejemplo 3.6.4.1.3.4 

ME(W^, N,Prod)(C) = 
í «max 

máx (O, 4a^ +Jl- J M ( C J ^ a -1) 

\ 2 

' 1 [3 ' ' 
= 0.328 

Ejemplo 3.6.4.1.3.5 

ME(W^, N^, Prod)(C) = ME (w, N^, Prod) (C) = ^ - \ = 0-468 

Ejemplo 3.6.4.1.3.6 

ME(W^, N^, Prod)(C) = ME(W, N^, Prod)(C) = 0. 

Ejemplo 3.6.4.1.4: Conjunto borroso D 
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Se calcula la -<;-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

D(x) = 

O 0<x<0 .25 

2X-1 /2 0.25<x<0.5 

3 / 2 - 2 x 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

-.,-_. . 3 a 1 a 1 • , A c 
M(Da) = = — a para a menor o igual a 0.5, y cero para a 

^ ^ ^ Ái ¿j 

1 
, . >,.x^ X — « si a < 0.5 

mayor que 0.5, es decir, M(Da) - \2 y 
O si a>0.5 

^max ^max - -

[ M(Da).da= í — a d a = - . 
J J 2 8 

Ejemplo 3.6.4.1.4.1 

ME(w, N^, Prod)(D) = máx (O, a«ax + J l - ( / " " "M(DJ . Ja ) ' - 1 ) 

4"f(rf«^ -1 

?i. 
r i f 1 V63 1 

v8y 8 2 
= 0.49. 

Ejemplo 3.6.4.1.4.2 

ME(W, N^, Prod) (D) = máx{0, a^ax + J M(Da).da-im M(Da).da } 

= máx {O, - + - - ^ } = 0 . 
2 8 VS 
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Ejemplo 3,6.4.1.4.3 

ME(W^, N, Prod)(C) = máx (O, < , , + 1- J M(DJda -1) 

max(0, + •1) =0.125. 

Ejemplo 3.6.4.1.4.4 

ME(W^, N,Prod)(D) máx (O, ^ + 1 - J M ( D J J a -1) 

^ 1 /7 ^' 
max(0, -T=+. 1 

^/2 V8 

s 0.4128. 

Ejemplo 3.6.4.1.4.5 

ME(W^, N^,Prod)(D) = ME(W, N^,Prod)(D) = ^ - | = 0-49 

Ejemplo 3.6.4.1.4.6 

ME (W^, N^, Prod) (D) = ME (w, N^, Prod) (D) = 0. 

Ejemplo 3.6.4.1.5: Conjunto borroso E 

Se calcula la -<-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 
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E(x) = 

4x 0 < x < -
4 

1 —<x<— 
4 4 

4 - 4 x - < x < l 
4 

M(Ea) = (1 ) = 1 para todo a. Como ttmax^l y 

Cl CL 

^max ^max 

I M(Eo().da es igual a f (1 ).da 
3̂  

4 

Ejemplo 3.6.4.1.5.1 

ME(W, N^, Prod) (E) - máx (O, a„,ax + f-[\l'^ M(EJ . J a ) ' - 1 ) 

máx {O, 1+ 21-
^- a ^' 

í^-> .1} = 2 1. r s f V7 
4 

= 0.66. 

Ejemplo 3.6.4.1.5.2 

ME (W, N^, Prod) (E) = máx {O, a^ax + J M(E„ )-doc - 2 | J M(Ea ).da } 

máx {O ,\ + - . ^ } =:máx {O, - - VS} =0 .0179 . 
4 2 

Ejemplo 3.6.4.1.5.3 
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( «m V 
ME(W^, N, Prod)(C) = máx (O, < ^ + 1- J M{E^)da -1) 

max(0, 1+ 
í C! V 

V 4 , 
-1 = 1. 

4 

Ejemplo 3.6.4.1.5.4 

ME(W^,N,Prod)(E) = 
V 

máx (O, V a ~ + 1- J M(EJda-l) 

max(0, 1+J 1 
V4 

Y 2̂  
4 

Ejemplo 3.6.4.1.5.5 

V7 
ME(W^, N^, Prod)(E) = ME(W, N^, Prod)(E) = — s 0.66 

Ejemplo 3.6.4.1.5.6 

ME (W^, N^, Prod) (E) = ME (W, N^, Prod) (E) = 0. 

Tabla 3.6.4.1 

La siguiente tabla resume los resultados anteriores: 
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B 

A 

E 

D 

C 

Ti=W; T2=Prod; N(x)=l-x; (p(x) = x^ x^OO^yJx 

Np 

0.968 

0.866 

0.66 

0.49 

0.468 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.375 

0.25 

N y 

0.25 

0.086 

0.018 

0 

0 

W,p 

0.75 

0.5 

0.25 

0.125 

0 

w,,, 

0.75 

0.5 

0.25 

0.413 

0.328 

Se observa que siempre es ME(B)>ME(A)>ME(E) y que ME(D)>ME(C). 

EJEMPLO 3.6.4.2: Medidas sobre las familias de (Prod, N, Prod) 

Si Ti es la t-norma Producto, T2 es la t-norma producto, N la negación 

usual N(x)=l-x, M es la medida de Lebesgue dada por la longitud, (p(x) = x , 

entonces 

ME (Prod, N^, Prod) (A) = a 
max 

2¡^l.i^''-M(A,).da 
\2 

ME (Prod, N^, Prod) (A) = a^ax • 1 - ^J"°" M(A„ ).da 
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Observación 3.6.4.2.1 

ME (Prod, N^, Prod)^ ME(Prod, N, Prod)^ ME(Prod, N^, Prod). 

Observación 3.6.4.2.2 

ME (Prod^, N, Prod) = ME (Prod, N, Prod) = ME (Prod^, N, Prod) • 

Observación 3.6.4.2.3 

ME (Prod^, N^, Prod)= ME (Prod, N^, Prod) • 

Observación 3.6.4.2.4 

ME (Prod^, N^, Prod) = ME (Prod, N^, Prod) • 

Ejemplo 3.6.4.2.1: Conjunto borroso A 

Sea A el conjunto borroso definido como: 

A(x) 
2x 0<x<0 .5 

-2x+2 0 .5<x<l 

O en otro caso 

M(Aa) = = 1-a para cualquier a, luego 

'•max ^max ^ 

¡ M(Aa).da = f ( l - a ) d a = -

0 o 
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Ejemplo 3.6.4.2.1,1 

ME (Prod, N^, Prod) (A) = a^ax .2ll.¡J"^-M(A,).da1 

f(¡l^) \ 2 . 
da = ?i-n f V3 0.866 

Ejemplo 3.6.4.2.1.2 

ME (Prod, Ny,Prod)(A) = a„,ax • l-^JJ""M(A„).¿/a Y 
> 

= 1, 
I V2> 

s (0.293)^ = 0.0858 

Ejemplo 3.6.4.2.1.3 

ME (Prod^, N, Prod) (A) = ME (Prod, N, Prod) (A) = ME (Prod^, N, Prod) (A) 

Ejemplo 3.6.4.2.1.4 

ME(Prod^, N^, Prod)(A) = ME(Prod, N^, Prod)(A) = ^^= 0.866 
2 

Ejemplo 3.6.4.2.1.5 

( 1 t ME(Prod^, Ny, Prod) (A) = ME(Prod, N^, Prod)(A) = 1 - - ^ s 0.0858 

Ejemplo 3.6.4.2.2: Conjunto borroso B 

Se calculan la ^-medidas borrosas de especificidad del conjunto borroso: 
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B(x) = 

O 0<x<0 .25 

4 x - l 0.25<x<0.5 

-4x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

M(B«) 
3 - a a + 1 _ \-a 
~~A 4 2 ~ 

para cualquier a y M(Ba).da es igual 

I \-a . 1 da = —, 
2 4 

Ejemplo 3.6.4.2.2.1 

ME (Prod, N^, Prod) (B) = â âx • iM" J M'^a >'-'̂ « 

f (£ ^̂-«̂^̂  A2 
da = ?/-r i f VÍ5 

v4y 
0.968 

Ejemplo 3.6.4.2.2.2 

ME (Prod, N^, Prod) (B) = a^ax • '-(i 
V 

1-í I "•"M(BJ.Ja 

= 1. 
í 1 V /"i V 

VíJ v2y 
= - = 0.25 . 

4 

Ejemplo 3.6.4.2.2.3 

ME(Prod^, N, Prod)(B) = ME (Prod, N, Prod)(B) = ME(Prod^, N, Prod)(B) 

Ejemplo 3.6.4.2.2.4 
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J\5 
ME(Prod^, N^, Prod)(B) = ME(Prod, N^, Prod)(B) = ^ = 0.9468 

Ejemplo 3.6.4.2.2.5 

ME(Prod^, Ny, Prod)(B) = ME (Prod, N^, Prod)(B) = - = 0.25 
4 

Ejemplo 3.6.4.2.3: Conjunto borroso C 

Se calculan las -<;-medidas borrosas de especificidad del conjunto 

borroso: 

C(x) 
\ X 0 < x < 0 . 5 

1-x 0 . 5 < x < l 

M(Ca) = 1 -a -a = l - 2 a para a menor o igual a 0.5, y cero para a mayor 

r i - 2 a si a < 0 . 5 
que 0.5, es decir, M(Ca)=^ . ^^ y 

O si a>0.5 

'^max 0.5 ^ 

J M(Ca).da= J ( l - 2 a ) . d a = - . 

Ejemplo 3.6.4.2.3.1 

ME (Prod, N^, Prod) (C) = a^ax -Í^'W ""^ -̂ <^^« ^'^^ 

N2 

i . iu. 
CO.5 
\ (l-2a) 

JO 
da -\M. r i f 1 VÍ5 vi5 

v4y 2 4 8 
= 0.484. 

Ejemplo 3.6.4.2.3.2 
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ME (Prod, N^, Prod) (C) = a„,ax • 1 - ^j"°"" M(C„).Ja 
V 

/ 

r 1 V 1 n Y 1 

I VíJ v2y 
= 0.125 . 

Ejemplo 3.6.4.2.3,3 

ME (Prod^, N, Prod) (C) = ME (Prod, N, Prod) (C) = ME (Prod^, N, Prod) (C) 

Ejemplo 3.6.4.2.3.4 

ME(Prod^, N^, Prod)(C) = ME(Prod, N^, Prod)(C) 0.484. 

Ejemplo 3.6.4.2.3.5 

ME(Prod^, N^, Prod)(B) = ME(Prod, N^, Prod)(C) =1/8 = 0.125 

Ejemplo 3.6.4.2.4: Conjunto borroso D 

Se calculan las -<-medidas borrosas de especificidad del conjunto 

borroso: 

D(x) 

O O < X < 0.25 

2X-1 /2 0.25<x<0.5 

3/2-2JC 0.5 < x < 0.75 

O 0.75 < x < l 
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- . , ^ . _ 3 a 1 Oí 1 • 1 A c 
M(Da) = — a para a menor o igual a 0.5, y cero para a 

^ -¿ T" ^ Zt 

1 
, • ,>.^^ X — O í si a < 0 . 5 

mayor que 0.5, es decir, M(Da) - \2 Y 
O si a>0.5 

í M(Da).da= í — a d a = -
J J 2 8 

Ejemplo 3.6.4.2.4.1 

ME (Prod, N^, Prod)(D) = ttmax • | ^ " J ^(^a)-da 
f 
) 

i. \l-[¡l'a'2-a) A2 
da - \- ^1- ^if z: 1 : ^ zz : ^ 

8 2 8 16 
s 0.496. 

Ejemplo 3.6.4.2.4.2 

ME (Prod, N^, Prod)(D) = a^ax • [l-^jJ"""M(DJ.ú?a 

V V 8 , 
s 0.2089 

Ejemplo 3.6.4.2.4.3 

ME (Prod^, N, Prod) (D) = ME (Prod, N, Prod) (D) 

= ME (Prod^, N, Prod) (D) = —. 

Ejemplo 3.6.4.2.4.4 
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ME(Prod^, N^, Prod)(D) = ME(Prod, N^, Prod)(D) = —— s 0.496 
16 

Ejemplo 3.6.4.2,4.5 

ME (Prod^, N^, Prod) (D)=ME (Prod, N^, Prod) (D) 

2 
íO.2089 

Ejemplo 3.6.4.2.5: Conjunto borroso E 

Se calculan las -<-medidas borrosas de especificidad del conjunto 

borroso: 

E(x) 

1 
4x 0< 

1 i<. 
4 

4 - 4 x -
4 

x<-
4 

4 

< X < 1 

oc ex oc 
M(Ea) = (1 ) = 1 para todo a. Como ttmax^l y 

4 4 2 

a„ a„ 
f r ce 3 

M(Ea).da es igual a (1 ).da = — 

Ejemplo 3.6.4.2.5.1 

ME (Prod, N^, Prod) (E) = a^ax .¡i-{\l"'"'M(E^).da 
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Í'{í <'-"'^> 
^2 

da 

m 
V7 

= 0.66. 

Ejemplo 3.6.4.2.5.2 

ME(Prod, N^, Prod)(E) = a„,ax • [ l -^ j""^M(EJ.c /a 
V 

= 1. H' s 0.0179 

Ejemplo 3.6.4.2.5.3 

ME (Prod^, N, Prod) (E) = ME (Prod, N, Prod) (E) 

= ME (Prod^, N, Prod) (E) = -
4 

Ejemplo 3.6.4.2.5.4 

ME(Prod^, N^, Prod)(E) = ME (Prod, N^, Prod)(E) = —= 0.66 

Ejemplo 3.6.4.2.5.5 

ME(Prod^, Ny, Prod)(E) = ME(Prod, N^, Prod)(E) 

= 1. 
V4 

= 0.0179 

Tabla 3.6.4.2 

La siguiente tabla resume los resultados anteriores: 
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B 

A 

E 

D 

C 

Ti=Prod;T2=Prod; N(x)=lx; (p(x)=x^\|/(x)= Vx 

Np 

0.968 

0.866 

0.66 

0.496 

0.484 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.437 

0.375 

N y 

0.25 

0.086 

0.018 

0.209 

0.125 

Prod, 

0.75 

0.5 

0.25 

0.437 

0.375 

Prody 

0.75 

0.5 

0.25 

0.437 

0.375 

Se observa que siempre es ME(B)>ME(A)>ME(E) y que ME(D)>ME(C). 

EJEMPLO 3.6.4.3: Medidas sobre las familias de (Min, N, Prod) 

Si Ti es la t-norma mínimo, T2 es la t-norma producto, N la negación 

usual N(x)=l-x, M es la medida de Lebesgue dada por la longitud, (p(x) = x^, 

V|/(x) = Vx entonces 

ME (Min, N^, Prod) (A) = minfamax MK " J ^(^a )-doí 
^2 

ME (Min, N^, Prod) (A) = min {ttmax, 1 - ^ j " " ' ' M.{h^).da 
V 

Observación 3.6.4.3.1 
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ME (Min, N^, Prod) ^ ME (Min, N, Prod) ^ ME (Min, N^, Prod) • 

Observación 3.6.4.3.2 

ME (Min^, N, Prod) = ME (Min, N, Prod) = ME (Min^, N, Prod) 

Ejemplo 3.6.4.3.1: Conjunto borroso A 

Sea A un conjunto borroso definido como: 

A(x) 

2x O < X < 0.5 

-2x+2 0 .5<x<l 

O en otro caso 

M(Aa) = = 1-a para cualquier a, luego 

í M(Aa).da = J ( l - a ) d a = - . 

Ejemplo 3.6.4.3.1.1 

ME (Min, N^, Prod) (A) = min {ttmax, ?p - J ""^ M(Aa ).da 

\2 

min {1 • f {í» "-"> 
\ 2 

da 

= ?7- f S 
xh 

s 0.8660 

Ejemplo 3.6.4.3.1.2 
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ME (Min, Ny, Prod) (A) = min {a^ax, 1 - ^J""'" M(A„ ).da 

min {1, ';-f }s 0.085786 

Ejemplo 3.6.4.3.2: Conjunto borroso B 

Se calcula la ^-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

B(x) = \ 

O 0<x<0 .25 

4 x - l 0.25 < x < 0.5 

- 4 x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

M(Ba) = = para cualquier a y 

f f Í—OC 1 
M(Ba).da es igual a d a = — . 

Ejemplo 3.6.4.3.2.1 

ME (Min, N^, Prod) (B) = min {a^ax, ?p - J M(Ba ).da 
^2 

= min{l,^l.(j;l:^d«" 

= ?i. 
í^ \^ 

v4y 
s 0.968. 

Ejemplo 3.6.4.3.2.2 
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ME(Min, N^, Prod)(B) = min {a^ax, 1 - ^ j j " " " M{B„).da 

min {1, 1 - í -
V4 

^1 V 

v 2 , 
0.25. 

Ejemplo 3.6.4.3.3: Conjunto borroso C 

Se calcula la -<-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

C(x) 
I X 0 < x < 0 . 5 

1-x 0 . 5 < x < l 

M(Ca) - 1 -a -a = l - 2 a para a menor o igual a 0.5, y cero para a mayor 

, , f l - 2 a si a < 0 . 5 
que 0.5, es decir, M(Ca)=i Y 

O si a>0.5 

"¡ax 0.5 1 

J M(C„).da = j (l-2a).da = -

Ejemplo 3.6.4.3.3.1 

ME (Min, Np, Prod) (C) = minfa^ax, ^ l - ( j " "" M(C„).Jaj } 

min{ í'f(r^ \ 2 
da 

m i n { - , 2|i. 
/"i A^ 

. 4y 
} = min{-í-, 0.968}= -

2 2 
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Ejemplo 3.6.4.3.3.2 

ME(Min, Ny,, Prod)(B) = min {a^ax. l-2^p"M(CJ.Ja I } 

- m m {—, 
2 

V 
\-É } - m i n { —, - } 

2 4 4 

Ejemplo 3.6.4.3.4: Conjunto borroso D 

Se calcula la -<;-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

D(x) 

O O < X < 0.25 

2X-1 /2 0.25 < x < 0.5 

3 / 2 - 2 X 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

. . . ^ - 3 a 1 a 1 • 1 A c 
M(Da) = = — a para a menor o igual a 0.5, y cero para a 

''T ^ ^ j¿í Át 

mayor que 0.5, es decir, M(Da) 
— a si a < 0.5 
2 y 
O si a>0.5 

^max ^max ^ 

j M(D„).da= J - - ada= -
2 8 

Ejemplo 3.6.4.3.4.1 

ME (Min, N^,Prod)(D) = min {a^ax, m-(j"" '"M(DJ.Ja) ' } 

mm *íi'{rí-«''« V 
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m i n { i , 0.992 } = - . 
2 2 

Ejemplo 3.6.4.3.4.2 

ME(Min, N^, Prod)(D) = min {a^ax, 1-^J^ M(DJ.da 
V 

mm {- , 
\ 8 

} = m i n { - , 0.4178}= 0.4178 

Ejemplo 3.6.4.3.5: Conjunto borroso E 

Se calcula la -(-medida borrosa de especificidad del conjunto borroso: 

E(x) 

4x O < X < -
4 

1 —<x<— 
4 4 

4 - 4 x - < x < l 
4 

ex oc ce 
M(Eo.) = (1 ) = 1 para todo a. Como amax=l y 

4 4 2 

M(Ea).da es igual a ( 1 — ) . d a 3_ 

4 

Ejemplo 3.6.4.3.5.1 

ME (Min, N^, Prod) (E) = min {ttmax, A/I-Í J""" M(E„).£/aj } 

min {1, 2 7 . 
v4y 

} = m i n { l , ^ } = ^ s 0 . 6 6 . 
4 4 
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Ejemplo 3.6.4.3.5.2 

ME (Min, N^, Prod) (E) = min {a^ax, 1 - ^J"""" M(E„).da 
V 

min {1, 
V4 

} =0.0179 

Tabla 3.6.4.3 

La siguiente tabla resume los resultados anteriores con Ti=Min ; 

T2=Prod; N(x)=l -x; (p(x) = x^, \)/(x) = >/x . 

B 

A 

E 

D 

C 

N<p 

0.968 

0.866 

0.66 

0.5 

0.5 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.5 

0.5 

N y 

0.25 

0.086 

0.018 

0.4178 

0.25 
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Tabla 3.6,4.4 

La siguiente tabla resume todos los resultados anteriores con Tz^Prod; 

N(x)=l-x; (p(x) = x^ y \|/(x) =>/x . 

B 

A 

E 

D 

C 

T , = 

A 

A 

a 
A 

/ \ 

Np 

0.968 

0.866 

0.66 

0.49 

0.468 

W 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.375 

0.25 

N ,̂, 

0.25 

0.086 

0.018 

0 

0 

Wq, 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.125 

0 

Wy 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.413 

0.328 

Prod; Prodp; 

Prody 

Np 

0.968 

0.866 

0.66 

0.496 

0.484 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.437 

0.375 

N^ 

0.25 

0.086 

0.018 

0.209 

0.125 

N(p 

0.968 

0.866 

0.66 

0.5 

0.5 

Min 

N 

0.75 

0.5 

0.25 

0.5 

0.5 

Nv 

0.25 

0.086 

0.018 

0.4178 

0.25 

Observación 3.6.4.4.1 

En el caso de los conjuntos borrosos normales la t-norma Ti elegida para 

calcular ME(T|, N, T )̂ es irrelevante, pues ai ser a j - l se tiene que 
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"•max 

ME(T„N,T2)(A) = Ti(a„.ax,N j T2(M(Aa), da) 

^max 

= T i ( l , N J T2(M(Aa), da) 

= N j T2(M(Aa), da). 

Observación 3.6.4.4.2 

Se verifica que ME (T„ N^, Prod) < ME (T̂ , N, Prod) ̂  ME (TJ, N^ , Prod) -

Observación 3.6,4.4,3 

Se observa que aunque la medida ME(W, N^, Prod), que es la más 

estricta de todas, no es muy útil en el caso de los conjuntos borrosos no 

normales, pues no discrimina. Sin embargo la medida ME(Prod, N^,Prod), que 

es la más estricta cuando Ti = Prod, si discrimina los subconjuntos borroso no 

normales. 

Observación 3.6.4.4.4 

Se observa que la medida ME(Min, N^,Prod) es la menos estricta de 

todas las calculadas. 
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3.7. DEFINICIÓN DE LA ^-MEDIDA BORROSA 

DE ESPECIFICIDAD SOBRE UNIVERSOS 

INFINITOS UTILIZANDO LA INTEGRAL DE 

SUGENO 

Se define la -^(-medida borrosa de especificidad utilizando la integral de 

Sugeno, donde N es una negación; Ti y T2 son t-normas y M es una medida 

clásica definida sobre los subconjuntos de nivel de A, y ttmax el mayor valor 

alcanzado por el subconjunto borroso A: 

ME(A) = Ti(amax, N(Sup „g[o, ij {T2(M(Aa), a)})). 

La expresión Sup ae[o, i] {T2(M(Aa), ot)} es la integral de Sugeno del 

conjunto borroso A, es decir, {S) \ A{w).dM{w) = Sup «€[0, i] {T2 (M(Aa), a )} , y 
X 

que si A es un conjunto clásico entonces su integral de Sugeno coincide con 

M(A). (Ver apéndice). 

3.7.1. Propiedades 

En este apartado se prueban propiedades originales de esta -^-medida 

borrosa de especificidad utilizando la integral de Sugeno para comprobar bajo 

qué condiciones es una medida de especificidad según Yager, y que es una -<;-

medida borrosa de especificidad regular. 

Propiedad 3.7.1.1 

La ^-medida borrosa de especificidad definida utilizando la integral de 
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Sugeno del conjunto vacío es cero 

Demostración: 

ME(0) = Ti {O, N(M(0))} = 0. • 

Propiedad 3.7.1.2 

Si A y B son subconjuntos borrosos normales y A c B entonces ME(A) > 

ME(B). 

Demostración: 

ME(A) = Ti(amaxj N(Sup a€[o, i] { T2 (M(Aa), a)})) 

= Ti(l , N(Sup «,[0,1] {T2(M(Aa), a)})) 

= N(Supae[o,i]{T2(M(Aa), a)}) 

> N ( S u p a e [ 0 , l ] { T 2 ( M ( B a ) , a ) } ) 

- Ti ( 1 , N ( S u p ae[0. 1] {T2 ( M ( B a ) , tt)})) = M E ( B ) . I 

Propiedad 3.7.1.3 

Si A es un conjunto clásico distinto del vacío entonces ME(A) = 

N(M(A)). Y si N es la negación usual ME(A) = l-M(A). 

Demostración: 

En efecto ME(A) = Ti( l , N(Sup as[o, i] {T2(M(Aa), a)})) 

= Ti ( l ,N(M(A)))=N(M(A)) . l 

Propiedad 3.7.1.4 

Si A es un conjunto clásico unitario entonces ME(A) = 1. 
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Demostración: 

Al ser A un conjunto clásico entonces ME(A) = N(M(A)), y la medida de 

Lebesgue de un conjunto unitario es cero, luego ME(A) = 1.1 

Propiedad 3.7.1.5 

Si A y B son dos conjuntos clásicos y M(A) > M(B) entonces ME(A) < 

ME(B) 

La demostración es consecuencia inmediata de la propiedad anterior. I 

Propiedad 3.7.1.6 

La ^-medida borrosa de especificidad definida utilizando la integral de 

Sugeno es una -^-medida borrosa de especificidad regular 

Demostración: 

ME(X) = N(M(X)) = N(l) = 0. I 

Propiedad 3.7.1.7 

Si T2 es una t-norma positiva, N es una negación fuerte y si se impone la 

condición a la medida M de ser M(B)=0 si y sólo si B es igual al vacío o a un 

conjunto clásico unitario, entonces la ^-medida borrosa de especificidad 

definida utilizando la integral de Sugeno es una medida de especificidad según 

Yager. 

Demostración: 

Las propiedades 3.7.1.1, 3.7.1.2 y 3.7.1.4 prueban que ME verifica las 

condiciones para ser una ^-medida borrosa de especificidad. Falta comprobar 

que ME(A) = 1 si y sólo si A = {x}. 
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Para que ME(A) sea igual a 1 debe ser: 

1 = Ti(amax, N(Supae[o, 1] {T2 (M(Aa), a)})). 

Por tanto a^ax = 1 y N(Sup «EÍO, i] {T2 (M(Aa), a)}) = 1. 

Luego A debe ser un subconjunto borroso normal y si la negación N es 

fuerte entonces Sup ae[o, i] {T2 (M(Ao-), a)} = 0 , es decir, para todo a debe ser 

T2(M(Aa), a ) = 0. Y si T2 es una t-norma positiva esto supone que si a es 

distinto de cero M(Aa) debe valer cero. Luego por la condición impuesta a M 

debe ser A = {x}.l 

3,7.2. EJEMPLOS 

En este apartado se presentan numerosos ejemplos de -^-medidas 

borrosas de especificidad utilizando la integral de Sugeno y se ofrece el 

desarrollo de los cálculos de dichas medidas, no porque sean complejos sino por 

su originalidad. 

Los diferentes ejemplos se tomarán sobre los mismos 5 conjuntos 

borrosos A, B, C, D y E utilizados en el apartado anterior De nuevo se ofrecen 

ejemplos para mostrar cómo varían las -<-medidas borrosas de especificidad 

según las diferentes familias de t-normas y negaciones que se consideren. En 

todos los casos se considerará N como la negación usual y M es la medida de 

Lebesgue. 

En el apartado 3.7.2.1 se desarrollan los cálculos para los cinco ejemplos 

siendo Ti y T2 la t-norma mínimo, en el 3.7.2.2 Ti es la t-norma producto y T2 

es la t-norma mínimo, en el 3.7.2.3 Ti es la t-norma de Lukasiewicz y T2 es la t-

norma mínimo, en el 3.7.2.4 Ti es la t-norma mínimo y T2 es la t-norma 

producto, en el 3.7.2.5 Ti y T2 son la t-norma producto, en el 3.7.2.6 Ti es la t-
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norma de Lukasiewicz y T2 es la t-norma producto y en el apartado 3.7.2.7 se 

considera T2 la t-norma de Lukasiewicz y Ti es cualquiera de las t-normas 

mínimo, producto o Lukasiewicz. En todas estas subsecciones se incluye una 

observación sobre las ^-medidas borrosas de especificidad de los cinco 

conjuntos borrosos. Finalmente se resumen los resultados de todos estos 

ejemplos en la tabla 3.7.2. 

Ejemplo 3.7.2.1: 

Si Ti y T2 son la t-norma mínimo, N es la negación usual y M es la 

medida de Lebesgue entonces: 

ME(A) = Mín(a„ax, 1-Sup « [̂0, i] {Mín(M(Aa), a)}). 

Se aplica para calcular la ^-medida borrosa de especificidad utilizando la 

integral de Sugeno de los conjuntos borrosos anteriores: 

Ejemplo 3.7.2.1.1 

Sea A el conjunto borroso definido por 

A(x) = 

2x 0 < x < 0 . 5 

-2x+2 0.5 < X < 1 

O en otro caso 

(X l—Qí 2—ce ex 
Para cualquier a. A» = [ —, ] y M(Aa) = = l-oc. Como 

0Cmax=l entonces: 

ME(A) = MínCttmax, l-Supas[o, 1] {Mín(M(Aa), a)}) 

= Mín(l, 1 - Sup ae[o, 1] {Mín(l-a, a)}) 
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\\-a a>0.5 s 
Mín( l , 1-Supa€[0, l](^ ^ n c - ) ) 

\ a a < 0 . 5 

= Mín(l, 1-0.5) = 0.5. 

Ejemplo 3.7.2.1.2 

Sea B el conjunto borroso: 

B(x) 

O 0<x<0 .25 

4 x - l 0.25<x<0.5 

-4x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

Se calcula la -<-medida borrosa de especificidad utilizando la integral de 

Sugeno del conjunto borroso B. Para cualquier a, Ba = [(a+l)/4, (3-a)/4] y 

- .,_, - 3 - a a+\ \-a ^ , 
M(Ba) = = . Como ttmax^l cntonccs: 

ME(B) = Mín(l, 1 - Sup ag[o, i] {Mín((l-a)/2, a)}) 

= Mín(l, l-Supae[o, i]( 
-<a<l 

2 3 
a 0<a< 

i ) ) 

= Mm(l , 1-1/3) = 2/3. 

Ejemplo 3.7.2.1.3 

Se calcula esta -<-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso: 

C(x)=. 
X 0 < x < 0 . 5 

1-Jc 0 . 5 < x < l 
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Para cualquier a, Ca = [oc, 1-a] y M(Ca) = 1-a-a = l - 2 a para a menor 

o igual a 0.5, y cero para a mayor que 0.5. Como amax=0.5 entonces: 

ME(C) = M í n ( - , 1 - Supas[o, i] {Mín(l-2a, a)}) 

M í n ( - , l-Supae[o, i](-
l - 2 a -<a<-

a 0 < a < -
3 

1 1 1 2 1 
M í n ( - , 1 - - ) = M í n ( - , - ) = -

2 3 2 3 2 

Ejemplo 3.7.2.1.4 

Se calcula esta -^¡-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso: 

D(x) = 

O 0<x<0 .25 

2X-1 /2 0.25 <jc< 0.5 

3 /2 -2X 0.5 < x < 0.75 

O 0.75 < x < l 

1 • r> , 1 a 3 a^ iv-i/T̂  ^ 3 a 1 a 1 
Para cualquier a, D» = [ —+ —, ] y M(Da) = = — a 

^ 4 2 4 2 ^ ^ 4 2 4 2 2 
para a menor o igual a 0.5, y cero para a mayor que 0.5. Como amax=0.5 

entonces: 

ME(D) = M í n ( ^ , 1 - Sup ae[o, i] { M í n ( - - a , «)}) 

M í n ( - , 1 - Supas[o, i ] ( ' 

1 1 ^ 1 
— a —<a<— 
2 4 2 

a 0<a< 
1 ) ) 
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1 1 1 3 1 
= M í n ( - , l - - ) = M í n ( - , - ) = - . 

2 4 2 4 2 

Ejemplo 3.7.2.1.5 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso: 

E(x) = 

4x 0 < x < 
1 

1 —<x<— 
4 4 

3 
4 - 4 x - < x < l 

4 

(X 1 —Qt 01 ce OC 
Para cualquier a, E» = [—, ] y M(Ea) = 1 = 1 para todo a. 

Como amax=l entonces: 

ME(E) = Mín(l, 1 - Sup « [̂0, i] { M í n ( l - | , a)}) 

= Mín(l, 1 - Supae[o, i](-

1 - ^ ! < « < ! 
2 4 

a 0 < a < -
4 

) ) 

M í n ( l , l - | ) = Mín(l, i ) = ^ 
4 4 4 

Observación 3.7.2.1 

Se observa que los conjuntos borrosos A, B y E son normales con 

BdAcE . C y D no lo son, con DcC. Sus ^-medidas borrosas de especificidad 

utilizando la integral de Sugeno tienen la siguiente relación: 

ME(B) > ME(A) > ME(D) = ME(C) > ME(E). 
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Ejemplo 3.7.2.2: 

Si Ti es la t-norma producto y T2 es la t-norma mínimo entonces: 

ME(A) = ttmax. N(Sup „e[o, 1) {Mm(M(Aa), a)}). 

Si N es la negación usual y M es la medida de Lebesgue entonces 

ME(A) = ttmax. (1-Sup a6[o, 1] {Mm(M(Aa), a)}). 

Se aplica para calcular la ^-medida borrosa de especificidad utilizando la 

integral de Sugeno de los conjuntos borrosos anteriores. 

Ejemplo 3.7.2.2.1 

A(x) = 

2x 
-2x+2 

O 

0 < x < 0 . 5 

0.5 < X < 1 

en otro caso 

ME(A) = 1- Supae[o, 1] {Mín(l-a, a)} 

\\-a a>0.5 . 1 1 

Ejemplo 3.7.2.2.2 

Se calcula la -<-medida borrosa de especificidad utilizando la integral de 

Sugeno para el conjunto borroso B: 

B(x) = 

O 0<x<0 .25 

Ax-\ 0.25 < x < 0.5 

-4x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 
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ME(B) = 1- Supae[o, 1] { M í n ( ^ , «)} 

1 - Supae[0, l]( ' 

\-a \ . .. -<a<\ 
2 3 
a 0<a< 

i ) 3 3 

Ejemplo 3.7.2.2.3 

Se calcula esta -<-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso C: 

C(x)=-
X 0<jc<0.5 

1-x 0 . 5 < x < l 

ME(C) = ^ ( 1 - Sup„e[o, 1] {Mín(l-2a, a)}) 

= - . ( 1 - S u p a 6 [ 0 , 1] {' 
l - 2 a -<a<-

3 2 
a 0<a< P) 

i . a_ i ) )= i . í= i 
2 3 2 3 3 

Ejemplo 3.7.2.2.4 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso D: 

D(x) = 

O 0<x<0 .25 

2 x - l / 2 0.25 < x < 0.5 

3 / 2 - 2 x 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 
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ME(D) = i . ( l - Supae[o, 1] {Mín(^ -a , a)}) 

- . ( 1 - S u p a € [ 0 , 1](-
1 / 2 - a -<a<-

4 2 ) ) 
a Q<a< 

4 

i.O_i))=i.l = l 
2 4 2 4 8 

Ejemplo 3.7.2.2.5 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso E: 

E(x) = 

4JC 0 < X < 
1 

4 4 

4 - 4 J C - < X < 1 
4 

ME(E) = 1.(1- Supaeío, 1] { M í n ( l - | , a)}) 

- 1 - Supae[0, 1] (• 
3 4 

a 0 < a < -
4 

4 

Observación 3.7.2.2.1 

Se observa que para los conjuntos borrosos normales A, B y E los 

valores obtenidos coinciden con los del ejemplo anterior. Tienen la siguiente 

relación: 

ME(B) > ME(A) > ME(D) > ME(C) > ME(E). 
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Ejemplo 3.7.2.3: 

Si Ti es la t-norma de Lukasiewicz y T2 es la t-norma mínimo entonces: 

ME(A) = amax+ N(Sup ae[o, 1] {Mín(M(Aa), a)}) - 1. 

Si N es la negación usual y M es la medida de Lebesgue entonces 

ME(A) = amax- Sup aeio, 1] {Mín(M(Aa), a)}. 

Se aplica para calcular la -<-medida borrosa de especificidad utilizando la 

integral de Sugeno de los conjuntos borrosos anteriores: 

Ejemplo 3.7.2.3.1 

A(x) 

2x 

-2x+2 

O 

O < X < 0.5 

0 .5<x< l 

en otro caso 

ME(A) = 1 - Supa.[o, 1] {Mín{(l-a), a}} = 1 - i = i , 

Ejemplo 3.7.2.3.2 

Se aplica para el conjunto borroso B: 

B(x) = \ 

O 0<x<0 .25 

4 x - l 0.25<x<0.5 

-4X-I-3 0.5 < jc< 0.75 

O 0.75 < x < l 

ME(B) = 1 - Sup a.[o, 1] { M í n ( ^ ^ , a)} = 1 - j = ^ 
2 4 4 

Ejemplo 3.7.2.3.3 
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Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso C: 

C(x) 
I X 0 < x < 0 . 5 

1-x 0 . 5 < x < l 

ME(C) 
2 3 6 

Ejemplo 3.7.2.3.4 

Se calcula esta -^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso D: 

D(x) 

O 0<jc<0.25 

2X-1 /2 0.25<x<0.5 

3 / 2 - 2 X 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

ME(D) = ~ S u p „ , [ o . 1] { M í n { ( l - a ) , a}} = i - 1 = i 

Ejemplo 3.7.2.3.5 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso E: 

E(x) = 

4x 0 < x < -
4 

1 i<xsi 
4 4 

4 - 4 x - < x < l 
4 

ME(E) = 1 - Supaeío, 1] { M í n ( i ^ , «)} = 1 - | = i . 
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Observación 3.7.2.3.1 

Para los conjuntos normales se obtienen los mismos valores que en los 

ejemplos 3.7.2.1 y 3.7.2.2, pero discrimina mejor que el ejemplo 3.7.2.2 la 

medida de los subconjuntos borrosos no normales. Se tiene la siguiente 

relación: 

ME(B) > ME(A) > ME(E) = ME(D) > ME(C). 

Observación 3.7.2.3.2 

Esta es la más estricta de las -<-medidas borrosas de especificidad de los 

ejemplos definidos mediante la integral de Sugeno pues Mín > Prod > W. 

Ejemplo 3.7.2.4: 

Si Ti es la t-norma mínimo y T2 es la t-norma producto entonces: 

ME(A) = Min{amax, N(Sup «^[o, n { M(Aa). a})}. 

Si N es la negación usual y M es la medida de Lebesgue entonces 

ME(A) = Miníamax, 1-Sup as[o, i] { M(Aa). a}}. 

Se aplica para calcular la -<-medida borrosa de especificidad utilizando la 

integral de Sugeno de los conjuntos borrosos anteriores: 

Ejemplo 3.7.2.4.1 

A(x) 

2x O < X < 0.5 

-2x+2 0 .5<x<l 

O en otro caso 
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ME(A) = M i n { l , l - S u p a s [ o . i ] { ( l - a ) . a } } = M i n { l , 1 - - } = | 

Ejemplo 3.7.2.4.2 

Se aplica esta medida sobre el conjunto borroso B: 

B(x) = 

O 0 < x < 0 . 2 5 

4 x - l 0.25<x<0.5 

- 4 x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

ME(B) = Min{l, 1 - Sup ae[o, i] { ( 1 - a ) . ^ } } = Min{l, 1 - 1 } - ^ . 
2 8 8 

Ejemplo 3.7.2.4.3 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso C: 

C(x) 
I X 0 < x < 0 . 5 

1-x 0 . 5 < x < l 

ME(C) = M í n { ^ , ( l - S u p a e [ o , i ] { ( l - 2 a ) . a } ) } = M í n { i 1-^^} = ^ 
2 2 8 2 

Ejemplo 3.7.2.4.4 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso D: 

D(x) 

O 0 < x < 0 . 2 5 

2 x - l / 2 0.25<x<0.5 

3 /2 -2X 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 
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ME(D) = M í n { i 1- Supae[o, i] { ( ^ - a ) a } } = M m { i 1- -L} = i . 
2 2 2 lo 2 

Ejemplo 3.7.2.4.5 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso E: 

4x 0 < x < -
4 

E(x)= \ 1 - < x < -
4 4 

4 - 4 x - < x < l 
4 

ME(E) = Mín{l, 1 - Sup ae[o, i] í ^ » } } = Mín{l, 1 - | } = | 

Observación 3.7.2.4.1: 

Esta medida no discrimina bien para conjuntos borrosos no normales, 

pues se tiene la siguiente relación: 

ME(B) > ME(A) > ME(D) = ME(C) = ME(E). 

Ejemplo 3.7.2.5: 

Si Ti y T2 son la t-norma producto entonces: 

ME(A) = amax.N(Sup ae[o, 1] { M(Aa). a}). 

Si N es la negación usual y M es la medida de Lebesgue entonces 

M E ( A ) = OCmax~Cltmax «Sup ae[0, 1] { M(Aa). a} . 

Se aplica para calcular la -<-medida borrosa de especificidad utilizando la 
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integral de Sugeno de los conjuntos borrosos anteriores: 

Ejemplo 3.7.2.5.1 

A(x) 

2x O < X < 0.5 

-2x+2 0 .5<x< l 

O en otro caso 

ME(A) = 1- Supasfo. 1] {( l -a) .a)} = ^-\ = ^' 

Ejemplo 3.7.2.5.2 

Se aplica esta medida para el conjunto borroso B: 

B(x) 

O 0<x<0 .25 

4JC-1 0.25 < x < 0.5 

- 4 x + 3 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

ME(B) - 1 - Supa.[o, 1] { ( 1 - a ) . ^ } = 1 - ^̂  = ^ . 

Ejemplo 3.7.2.5.3 

Se calcula esta -<;-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso C: 

C(x) 
\ X 0<jc<0.5 

1-x 0 . 5 < x < l 

ME(C) i_i 1. = 1. 
2 2 8 16 

Ejemplo 3.7.2.5.4 
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Se calcula esta -<-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso D: 

D(x) = 

O O < X < 0.25 

2X-1 /2 0.25 < x < 0.5 

3 / 2 - 2 X 0.5<x<0.75 

O 0.75 < x < l 

ME(D)= - - - (Supaero ii { ( - - a ) a } ) = - - - — = —, 
V ; 2 2 •^«^^"''J ^^2 2 2 16 32 

Ejemplo 3.7.2.5.5 

Se calcula esta -<-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso E: 

E(x) 

4x 0 < x < -
4 

1 —<x<— 
4 4 

3 
4-4x - < x < l 

4 

ME(E) = 1- Sup a.[o. 1] { ^ « } = 1-^ " ^ 

Observación 3.7.2.5.1 

Se tiene la siguiente relación: 

ME(B) > ME(A) > ME(E) = ME(D) = ME(C). 

Ejemplo 3.7.2.6: 

Si Ti es la t-norma de Lukasiewicz y Ta es la t-norma producto entonces: 
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ME(A) = a^ax + N(Sup «eio, ij {M(Aa).a}) - 1. 

Si N es la negación usual y M es la medida de Lebesgue entonces 

ME(A) = amax - Sup ae[o, 1] {M(Aa). a} . 

Se aplica para calcular la -^-medida borrosa de especificidad utilizando la 

integral de Sugeno de los conjuntos borrosos anteriores: 

Ejemplo 3.7.2.6.1 

2x 
-2x+2 

0 

0<x<0.5 
0.5<x<l 

en otro caso 
A(x) = 

ME(A) = 1 - SupasEo. 1] { ( l -a ) .a} = 1 - 1 = 1 . 

Ejemplo 3.7.2.6.2 

Se calcula la ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral de 

Sugeno del conjunto borroso B: 

B(x) 

O 0<x<0 .25 

4 x - l 0.25<x<0.5 

-4x + 3 0.5<x<0.75 

O 0 .75<x<l 

ME(B) = 1 - Supae[o, I] { ^ - a } = 1 - 7 = ^ 

Ejemplo 3.7.2.6.3 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso C: 
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C(x) = 
\ X 0 < x < 0 . 5 

\\-x 0 . 5 < x < l 

ME(C) = 
1 1 

2 8 8 

Ejemplo 3.7.2.6.4 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso D: 

D(x) = 

O 0<x<0 .25 

2JC-1/2 0.25 < x < 0.5 

3 / 2 - 2 x 0.5 < x < 0.75 

O 0.75 < x < l 

ME(D) = - - SupaE[o, 1] { ( - - a ) . a } = - - — = TT-
2 2 2 16 lo 

Ejemplo 3.7.2.6.5 

Se calcula esta ^-medida borrosa de especificidad utilizando la integral 

de Sugeno del conjunto borroso E: 

E(x) 

4x 0 < x < -
4 

1 i<x< l 
4 4 

3 
4 - 4 x - < x < l 

4 

ME(E) = 1 - Sup ae[0, 1] { ^ . a} = 1 - i = i 

Observación 3.7.2.6.1 

Se tiene la siguiente relación: 
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ME(B) > ME(A) > ME(E) = ME(D) > ME(C). 

Ejemplo 3,7.2.7: 

Si T2 es la t-norma de Lukasiewicz y Ti es cualquiera de las t-normas 

mínimo, producto o Lukasiewicz y N es la negación usual entonces: 

M E ( A ) = Ti{ama« 1 - S u p ae[0, 1] { M ( A a ) + a - 1 } } . 

Si se aplica para calcular la -^-medida borrosa de especificidad utilizando 

la integral de Sugeno de los conjuntos borrosos anteriores, en los tres casos se 

obtiene lo mismo, pues Sup ae[o, i] {M(Aot)+a-l} es cero para A, B, C y D y — 

para E. Luego: 

ME(A)= 1. 

ME(B)= 1. 

ME(C)= 1. 

ME(D)= 1. 

ME(E)= 1 - - = - . 
2 2 
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Tabla 3.7.2: 

Se muestran los resultados obtenidos anteriormente sobre ^-medida 

borrosa de especificidad sobre dominios continuos utilizando la integral de 

Choquet y la integral de Sugeno, siendo X=[0, 1] y N- l -x , en la siguiente tabla: 

ME 

B 

A 

E 

D 

C 

A 

A 

A 

/ ^ 

Ejemplo 

1 

1. 
Choquet 

Ti = W 

3 

4 

1 
2 

1 
4 

3 

8 

1 
4 

Ejemplo 

2 

I. 
Choque! 
Ti^Prod 

3 

4 

1 
2 

1 

4 

1_ 
16 

3 

8 

Ejemplo 

3.7.2.1 

1. Sugeno 

T2=Min 

3 

4 

1 
2 

1 

4 

1 

2 

1 
2 

Ejemplo 

3.7.2.2 

1. Sugeno 
T|=Prod 
T2=Min 

3 

4 

1 
2 

1 

4 

3 

8 

1 
3 

Ejemplo 

3.7.2.3 

1. Sugeno 

T2=Min 

3 

4 

1 
2 

1 
4 

1 

4 

1 

6 

Ejemplo 

3.7.2.4 

I. Sugeno 
T| = Min 
T:-Prod 

7 

8 

3 
4 

1 

1 

2 

1 
2 

Ejemplo 

3.7.2,5 

I. Sugeno 
Ti^Prod 
T:=Prod 

7 

8 

3 

4 

1 

2 

15 

32 

7 

16 

Ejemplo 

3.7.2.6 

1. Sugeno 
T|=W 

T;=Prod 

7 

8 

3 

4 

1 

2 

7 

16 

3 

8 

Ejemplo 

3.7.2.7 

1, Sugeno 

T..=W 

1 

1 

1 
2 

1 

1 

Observación 3.7.2.7.1 

Se observa que la -<-medida borrosa de especificidad utilizando la 

integral de Sugeno más estricta es la del ejemplo 3.7.2.3, incluso más estricta 

que utilizando la integral de Choquet. Esto se verifica, no sólo en estos 

ejemplos, sino que es general ya que Ti = W < Prod < Min y W < Prod < Min — 

T2. E s : M E ( A ) = ttmax - S u p ae |0 , n Í M Í n ( M ( A a ) , a ) } = «max -

{S)\A{w).dM{w). Y la menos estricta es la del ejemplo 3.7.2.7 que no 
X 

discrimina diferencias entre cuatro de los cinco conjuntos borrosos. 
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3.8. MEDIDAS DE ESPECIFICIDAD BAJO 

INDIS TINGUIBILIDADES. 

3,8A, Introducción 

Las medidas de especificidad y las -<-medidas borrosas de especificidad 

de un conjunto borroso o una distribución de posibilidad pueden ser utilizadas 

para medir el grado de utilidad de la información que contienen en un entorno 

de toma de decisiones. Cuando también se conoce una relación de T-

indistinguibilidad sobre el producto cartesiano del conjunto universal se 

incrementa la cantidad de información disponible y, por lo tanto, también 

aumenta la tranquilidad en la toma de decisiones, pues la T-indistinguibilidad 

puede indicar que algunas de las decisiones posibles son similares y el número 

de clases de opciones puede ser menor que el de opciones. 

Se comenta la definición y el ejemplo propuesto por Yager [Yager; 1991, 

91] de medida de especificidad bajo una indistinguibilidad. Se observa que esta 

definición es buena para indistinguibilidades, pero no es válida para cualquier 

T-indistinguibilidad cuando T no es la t-norma mínimo ya que entonces el 

subconjunto de nivel a de la indistinguibilidad no es una relación de 

equivalencia clásica y por tanto la partición no está bien definida. 

Para subsanar este problema se proponen unos axiomas que caractericen 

la medida de especificidad definida bajo una T-indistinguibilidad. Se 

encuentran algunos ejemplos y se ofrecen expresiones para dichas medidas 

utilizando t-normas, t-conormas y negaciones, comprobándose que los ejemplos 

propuestos anteriormente son casos particulares de esta expresión. 

Como una relación de T-indistinguibilidad no define necesariamente una 

partición clásica del conjunto referencial se decide algorítmicamente, de dos 
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formas distintas, las diferentes clases que sean independientes de inferencia, es 

decir, que un elemento de una clase no sea T-S-inferible a partir de los 

elementos de otra clase. Se define la medida de especificidad bajo una T-

indistinguibilidad como la ^-medida borrosa de especificidad de las clases 

independientes de inferencia. 

3,8,2, Definición de medida de especificidad bajo T-

similaridades, 

Yager [Yager; 1991, 91] introdujo el concepto de especificidad bajo 

similaridades a través del problema de la chaqueta: considérese el problema de 

decidir qué chaqueta ponerse cuando se sabe que la temperatura es superior a 

15°C. Esta información no es muy específica, pero puede indicar qué chaqueta 

ponerse con tranquilidad, es decir, es una información específica a la hora de 

decidirse por una chaqueta. Por ejemplo, supongamos que nos pondríamos un 

abrigo si la temperatura es inferior a 10°C, una chaqueta si está entre 10°C y 

20°C y una camiseta si la temperatura es mayor de 20°C. En este entorno se 

podría tomar una decisión tranquilamente si se sabe que la temperatura es 

inferior a 10°C, o si está entre 10°C y 20°C, que no son informaciones 

específicas antes de conocer la similaridad que agrupa en tres clases a las 

temperaturas, pero sí lo son cuando la información está contenida en una de 

estas tres clases, permitiendo una decisión tranquila sobre la prenda de vestir 

que ponerse. 

Para construir este nuevo tipo de medidas de especificidad, Yager utiliza 

el concepto de Min-indistinguibilidad o similaridad introducido por Zadeh 

[Zadeh; 1971]. 

Notación: 
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Una T-indistinguibilidad S es una relación borrosa sobre XxX que 

verifica las siguientes propiedades: 

1. Reflexiva: S(x, x) = 1 para todo x en X 

2. Simétrica: S(x, y) - S(y, x) para todo x, y en X 

3. T-transitiva: T(S(x, y), S(y, z)) < S(x, z) para todo x, y, z en X 

Se denomina similaridad a una Min-indistinguibilidad. 

El subconjunto de nivel a de una relación de similaridad S es una 

relación de equivalencia clásica denotada S». Sea TCa el conjunto de clases de 

equivalencia de S para un nivel a dado. Sea |i,a/S el subconjunto de clases de 

equivalencia de %a definido de la siguiente forma: La clase 7Ca(i) pertenece a 

)Lia/S si existe un elemento x contenido en naiX) y en el subconjunto de nivel |ia. 

Definición 3.8.2.1: 

La definición de medida de especificidad de un conjunto borroso \i bajo 

una similaridad S de Yager [Yager; 1991, 91] es la siguiente: 

Sp(^i/S)= f ^- da. 

La medida de especificidad bajo similaridad es máxima si para todo a, 

|Xa esta contenida sólo en una clase de Sa. 

Obsérvese que esta definición es buena para similaridades, pero no es 

; válida para cualquier T-indistinguibilidad, pues cuando T no es la t-norma 

mínimo, el subconjunto de nivel a de S no es una relación de equivalencia y 

fXa/S no está bien definido. 

Las definiciones y los resultados siguientes son originales de esta 
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memoria de doctorado: 

A continuación se propone una definición de medida de especificidad o 

de especificidad bajo T-indistinguibilidades a través de un conjunto de axiomas 

3,8.3, Axiomas de especificidad bajo T-

indistinguibilidades. 

Ya se ha mostrado cómo mediante una medida de especificidad sobre un 

conjunto borroso o una distribución de posibilidad, es posible medir un grado 

de utilidad de la información que contiene dicho conjunto. Cuando también se 

conoce una relación de indistinguibilidad aumenta la información y su 

especificidad, pues como algunas decisiones pueden ser similares, él número de 

clases de opciones puede ser menor que el de opciones y aumenta el grado de 

tranquilidad en la toma de decisiones. Ahora se quiere aportar un conjunto de 

axiomas que caracterice a estas medidas cuando se conoce una relación de T-

indistinguibilidad. 

Definición 3.8.3.1 

Sea \i un conjunto borroso o una distribución de posibilidad (ver 

apéndice), sea Sp(|x) una medida de especificidad y sea S una T-

indistinguibilidad. Sp(|i/S) en una medida de especificidad bajo una T-

indistinguíbilidad si: 

. 1. Sp({x} / S ) = 1 

2. S p ( 0 / S ) = O 

3. Sp(^i / Id) = Sp(|x) 

4. Sp(|x/S)>Sp(|i) 
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El primer axioma indica que si |i es un singletón entonces la medida de 

especificidad de |j, bajo S es 1. Si S fuese una relación de equivalencia entonces 

se elegiría tranquilamente la clase que contiene al elemento x. 

El segundo axioma muestra que cuando \í es el conjunto vacío entonces 

la especificidad de |X bajo S es 0. En este caso no se tiene información para 

tomar una decisión. 

El tercer axioma impone que cuando S es la relación identidad entonces 

la especificidad de \í bajo S es igual a la especificidad de |X, pues cada elemento 

de X es una clase de S. 

El cuarto axioma añade que cuando aumentamos nuestra información con 

una medida de T-indistinguibilidad, la medida de especificidad aumenta porque 

el número de clases entre las que decidir puede ser menor al de opciones 

cuando algunas de estas son similares. 

3,8,4, Medidas de especificidad bajo T-

indistinguibilidades basadas en fórmulas. 

Sea X un conjunto referencial finito de n elementos X={xi, ..., Xn}. Sea |i 

un conjunto borroso o una distribución de posibilidad cuyos valores de 

pertenencia son )i(xi)=ai, ..., n,(xn)=an, y ai>...>an y para simplificar la notación 

consideramos que los elementos ya están ordenados por su valor de pertenencia, 

siendo aj es valor de pertenencia del j-ésimo elemento de \i con mayor grado de 

pertenencia. Sea {wj} un conjunto de pesos y sea S una T-indistinguibilidad. 

Basándose en la medida de especificidad de Yager definida sobre un 
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espacio finito X por Sp(iJ,) = ai - / ^ Wj aj se puede entender que los 

elementos aj con j>2 penalizan la especificidad porque la reducen. Las fórmulas 

propuestas que añaden una T-indistinguibilidad S recogen la idea de que si ai es 

similar a ai entonces ai no debería penalizar la especificidad porque está en la 

misma clase que ai, es decir, conducirían a la misma decisión. De la misma 

manera, los elementos similares a otro que penaliza la especificidad ya no 

deberían reducir la medida de especificidad. 

Definición 3.8.4.1 

Una medida de especificidad Producto-lineal bajo una T-

indistinguibilidad S se define como 

Sp(n / S) = ai - y Wj aj n (l-S(Xi, Xj)) 

J=2 

Definición 3.8.4.2 

Una medida de especificidad W-lineal bajo una T-indistinguibilidad S se 

define como 

Sp(|i / S) = ai - y Wj aj (1-Min(l, ^ S(Xi, Xj))) 
J=2 

También se pueden definir medidas de especificidad bajo T-

indistinguibilidades inspirándose en las conocidas medidas de especificidad de 

Fager definidas por: 

n 

Sp(^) = a i J J (kaj + (1-aj)) donde k e [O, 1), 
j=2 
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y utilizadas en las decisiones multicriterio, o la expresión más general definida 

en esta memoria: 

rt 

Sp(^i) = a i T T (1-Wjaj)) donde Wj G (O, 1] 

que se van a denominar producto-medidas de especificidad. 

Definición 3.8.4.3 

Se definen las producto-medidas de especificidad de tipo I bajo una T-

indistinguibilidad S como: 

Sp(^i / S) = ai J Q (kaj + (1-aj Y[ (l-S(Xi, Xj)))) donde k e [O, 1). 
j=2 

Definición 3.8.4.4 

Se definen las producto-medidas de especificidad de tipo 1 bajo una T-

indistinguibilidad S como: 

Sp(^) = a x f j (l-wj-aj-n (l-S(Xi, Xj)) donde Wj e (O, 1] 

Definición 3.8.4.5 

Se define la cociente-medida de especificidad bajo una T-

indistinguibilidad S como: 

n j 

S p ( ^ / S ) = a i - ( y Wjaj/X (S(Xi,Xj)) 

J=2 
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3,8,5, Medidas de especificidad bajo una T-

indistinguibilidad utilizando t-normas, t-

conormas y negaciones 

Se utilizan t-normas, t-conormas y negaciones para encontrar nuevas 

expresiones de medidas de especificidad bajo una T-indistinguibilidad. 

Definición 3.8.5.1 

Se define la (Ti, Ni, T2*, T3, T4, N2)-medida de especificidad de tipo 1 

bajo una T-indistinguibilidad S como 

ME(^/S) = Ti(ai, Ni(T2*j.2,..,„{(T3(aj, Wj,T4 Í=I,..J.I{N2(S(XÍ, XJ))})})) 

Proposición 3.8.5.1 

La (Ti, Ni, T2*, T3, T4, N2)-medida de especificidad de tipo 1 bajo una 

T-indistinguibilidad S definida por: 

ME(M,/S) = T,(ai, Ni(T2*j=2,..n{(T3(aj, Wj,T4 Í=I,..J.I{N2(S(XÍ, XJ))})})) 

es igual a (Ti, Ni, T2*, T3, N2, T*4)-medida de especificidad de tipo 1 bajo una 

T-indistinguibilidad S definida por: 

ME(^i/S) = Ti(ai, Ni(T2*j=2,..,n{(T3(aj, Wj, N2(T4 Í=I,..J.I{S(XÍ, XJ)}))})) . 

Demostración: 

Si se sustituye la t-norma T4 por su t-conorma dual T*4 conmutando con 

la negación, la demostración es trivial al ser Ti{N(ai)} = N(T*i{ai}). I 

Se observa que las medidas de especificidad definidas en el apartado 

anterior son -<;-medidas borrosas de especificidad. 
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Ejemplo 3.8.5.1 

La medida de especificidad Producto-lineal bajo una T-indistinguibilidad 

S de la definición 3.8.4.1 que se expresa como 

Sp(ji / S) = ai - y Wj aj n (1 - S(Xi, Xj)) 

es una (W, 1-x, W*, Prod, Prod, l-x)-medida de especificidad bajo una T-

indistinguibilidad S. 

Ejemplo 3.8.5.2 

La medida de especificidad Producto-lineal bajo una T-indistinguibilidad 

S de la definición 3.8.4.2 que se expresa como 

SpiíL / S) = ai - y wj aj (1 - Min(l, ^ S(Xi, Xj))) 
'TT. i=\ 
J=2 

es una (W, 1-x, W*, Prod, 1-x , W*)-medida de especificidad bajo una T-

indistinguibilidad S, luego por la proposición anterior es una (W, 1-x, W*, 

Prod, W, l-x)-medida de especificidad bajo una T-indistinguibilidad S. 

Ejemplo 3.8.5.3 

La (Prod, 1—x, Prod*, Prod, Prod, 1—x)-medida de especificidad bajo una 

T-indistinguibilidad S tiene la siguiente expresión: 

ME(^i/S) = a i J ^ ( l - W j a j f l (1 - S(Xi, Xj)) ). 
J=2 

Ejemplo 3.8.5.4 
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La (Prod, 1-x, Prod*, Prod, W, l-x)-medida de especificidad bajo una 

T-indistinguibilidad S tiene la siguiente expresión: 

ME(^ / S) = a, _Q (1 - Wj aj (1 - Min(l, ^ S(Xi, Xj)))). 
j=2 ' •=' 

Definición 3.8.5.2 

Se define la (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad de tipo 

II bajo una T-indistinguibilidad S como 

ME(^l / S) = Ti(a„ N(T2*j=2,..,„{T3(T5(aj, T4 Í=I,..J.I{N2(S(XÍ, XJ))}), WJ)}) 

Notación 

Para simplificar la notación se denomina: 

Pn=N(T2*j .2 , . . ,n{T3(T5(aj , T4 ¡=,,..j.l{N2(S(Xi, Xj))}), Wj)} 

que significa la penalización debida al conjunto borroso ¡o, para otros valores de 

pertenencia distintos a ai al mayor de todos, y de denomina: 

Ps = T4i=l...j-l{N2(S(Xi,Xj))} 

que es lo que afecta la indistinguibilidad. 

Lema 3.8.5.2: 

La (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad de tipo II bajo 

una T-indistinguibilidad S del conjunto vacío es cero 

Demostración: 

En efecto si aj-0 para todo7, entonces <3i=0, luego: 

ME(H/S) = Ti(au N(Pj,)) = T,(0, N(Pj,)) = 0. I 
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Lema 3.8.5.2: 

Si el conjunto |i. es un conjunto clásico con un único elemento, |J,=A={x}, 

entonces su (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad de tipo II bajo 

una T-indistinguibilidad S es uno. 

Demostración: 

Sea |j,=A={x} un conjunto clásico con un único elemento. Entonces a\=\ 

y Oy—O para todo 7 desde 2 hasta n, luego 

M E ( A / S ) = T I ( « , , N ( P A ) ) 

= T I ( 1 , N ( P A ) ) 

= N ( P A ) 

= N(T2*j=2,..n{T3(T5(aj, T4 i=l,..j.i{N2(S(Xi, Xj))}), Wj)}) 

= N(T2*j=2,. . ,n{T3(T5(0,Ps),Wj)}) 

= N(T2*j=2,..,n{T3(0,Wj)}) 

= N(T2V2,..,n{0}) 

= N(T2*{0,0, ..., 0}) 

= N(0) = 1.I 

Lema 3.8.5.4: 

Si fi y V son subconjuntos borrosos normales y fXcv entonces ME(|i/S) > 

ME(v/S). 

Demostración: 

La relación de indistinguibilidad es la misma, luego 
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Ps = T4 i=i,..j.i{N2(S(xi, Xj))} = T4 i=i,..j.i{N2(S(xi, Xj))} 

Si o,- y bj son los j-ésimos mayores valores de pertenencia de |j. y v 

respectivamente entonces como son normales a\-b\-\, y como |j,cv se sabe que 

aj<bj para todoj , luego 

Tsioj, Ps) < T5(6y, Ps), y por tanto 

13(75(0,-, Ps), wj) < Tz{Ts{bj, Ps), wj) y 

T2V2,. . .n{T3(T5(aj, Ps ) , Wj) < T2*j=2,..,n{T3(T5(bj, P s ) , Wj). 

Pn = T2*j=2,..,n{T3(T5(aj, Ps ) , Wj) < T2 V2, . . ,n{T3(T5(bj , Ps ) , Wj) = Pv. 

Por tanto ME(|i/S) = Ti(«,, N(P^)) = Ti(l , N(Pj,)) = N(P^i) > N(Pv) = 

ME(v/S), y por tanto ME(^/S) > ME(v/S). I 

Teorema 3.8.5.5: 

La (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad de tipo II bajo 

una T-indistinguibilidad S es una -< -medida de especificidad 

La demostración es consecuencia inmediata de los lemas 3.8.5.2, 3.8.5.3 

y 3.8.5.4. I 

Corolario 3.8.5.6: 

Si A y B son subconjuntos clásicos no vacíos de X y card(A)>card(B) 

entonces ME(A/S) < ME(B/S). 

Demostración: 

Al ser A y B subconjuntos clásicos se tiene que O;—! paray desde 1 hasta 

OT=card(A) y a/=0 para j desde m+l hasta n, y bj=l para j desde 1 hasta 

5=card(B) y 6,=0 paray desde s+l hasta n, y m>s. Luego 

ME(A / S) = Ti(ai, N (PA) ) 
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= T I ( 1 , N ( P A ) ) 

= N ( P A ) = N(T2*j=2,..,n{T3(T5(aj, Ps), Wj)) 

= N(T2*j=2,..,n{T3(T5(l,Ps),W2),...,T3(T5(l,Ps),W;„),T3(T5(0,Ps),W,+ ,),...,T3(T5(0,Ps),W„)}) 

= N(T2*j=2,..,n{T3(Ps,W2),...,T3(Ps,W;„),T3(0 W^+i),...,T3(0 W„)}) 

= N(T2*j=2,..,n {T3(Ps,W2),...,T3(Ps,>V^), O, ..., 0} 

< N(T2V2,..,n {T3(Ps,W2),...,T3(Ps,W,), O, ..., 0} 

= ME(B / S). I 

Propiedad 3.8.5.7: 

Si A es un subconjunto clásico con m elementos 1 < w < / í y S e s una 

relación de semejanza clásica donde los elementos Xj, ... Xj son elementos de A 

no relacionados con los anteriores, entonces: 

ME(A / S) = N(T2*j=2,..,n {Wi, ..., Wj}) 

Demostración: 

Al ser A un subconjunto clásico se tiene que aj=\ para y desde 1 hasta m 

y a/=0 paraj desde m+1 hasta n, luego 

ME(A/S) = Ti(a,,N(PA)) 

= T I ( 1 , N ( P A ) ) 

= N ( P A ) = N(T2*j=2,..,n{T3(T5(aj, Ps), Wj)) 

= N(T2*j=2,..,„{T3(T5(l,Ps),W2),.-,T3(T5(l,Ps),W.),T3(T5(0,Ps),W,+l),...,T3(T5(0,Ps),W„)}) 

= N(T2*j=2,...n{T3(Ps, W2),...,T3(PS,W«), T3(0, W,+ ,),...,T3(0, W„)}) 
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= N(T2*j=2,..,„ í T3(Ps, W2), ..., T3(Ps,w,), o, ..., 0}) 

= N(T2*j=2,..,n {T3(PS, W2), ..., TsCPs^W^)}) 

= N(T2*J=2,..,n{Wi, ...,W;}).I 

Es conveniente que la medida de especificidad del conjunto universal X 

sea cero, pues el conjunto universal no es específico. Se analiza bajo que 

condiciones se verifica esta condición: 

Propiedad 3.8.5.8: 

Si A=X, S es una relación de semejanza clásica donde los elementos Xi, 

... Xj son elementos de X no relacionados con los anteriores, y Máx{w{, ..., w/} = 

1 entonces ME(X / S) = 0. 

Demostración: 

Si T2*j=2,..,n {wi, ..., Wj}=\ ya estaría demostrado como corolario de la 

propiedad anterior, pues ME(X / S) = N(T2*j=2,..,n {wi, •••, w,}) = N(l) = 0. 

Pero en cualquier caso si Máx{wi, ..., wj} es igual a 1 por la relación de 

orden entre las t-conormas se tiene que 

ME(X / S) = N(T2*j=2,..,n {wi, ..., wj} < ̂ (Max{wu ..., wj}) = N(l) = 0. I 

Propiedad 3.8.5.9: 

Si A=X, S es una relación de semejanza clásica donde los elementos XÍ, 

... Xj son elementos de X no relacionados con los anteriores, T*2 es la t-conorma 

de Lukasiewicz y la suma de sus pesos es igual a uno, X ^ / ~ i ' entonces 
;=2 

ME(X/S)=0 
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Demostración: 

Si T2* es la t-conorma de Lukasiewicz entonces T2*j=2,..,n {wi, •••, wy} = 

twj y ME(A / S)= Ti( l , N(T2* j=2..„{T3(aj, Wj)})) = N(T2* j.2..n{Wi,...,W;}) = 
J=2 

N(Xw^.) = N(l) = 0. • 
7=2 

Observación: 

Es deseable que la (Ti, Nj, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad 

de tipo II bajo una indistinguibilidad S valga uno si y sólo si el conjunto A es 

un conjunto clásico con todos sus elementos similares. Sin embargo vale uno en 

otras ocasiones. Se analizan las condiciones que se deben imponer para poder 

garantizar esta propiedad: 

Si se supone que ME(A / S) = 1, entonces 1 = Ti(ai, N(PA) ) , por lo que si 

Ti es una t-norma positiva debe ser ai=l y N ( P A ) = 1 . Luego A es un 

subconjunto normal y si N es una negación fuerte entonces PA = O = 

T2*j=2,..,n{T3(T5(aj, Ps), Wj)}. Como T2* es una t-conorma, y el máximo es la 

menor de las t-conormas, para que PA valga cero es preciso que para todo J 

mayor o igual a dos debe ser T3(T5(aj, Ps), Wj) = 0. Si los pesos fuesen cero no 

se podría garantizar nada. Si se supone que T3 es una t-norma positiva y que el 

peso Wk que precisemos sea distinto de cero entonces T5(ak, Ps) - 0. Si se 

impone también que T5 es una t-norma positiva entonces o ak es igual a cero o 

Ps es igual a cero. 

Si 0=Ps=T4 k=i,..j-i{N2(S(xk, Xj))} y T4 es positiva entonces N2(S(xk, Xj)) 

es igual a cero, y si N2 es una negación fuerte :S(xk, Xj) = 1, lo que indica que ak 

es similar a algún aj, con j<k. 

Pero también puede valer cero si alguna t-norma T no es positiva, (con 

Min o Prod no habría problemas pero sí con una t-norma de la familia de 
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Lukasiewicz), pero habría que analizar que otras condiciones habría que 

imponer. 

Definición 3.8.5.3: 

Una (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad de tipo II bajo 

una indistinguibilidad S es adecuada si el único conjunto borroso que verifica 

que su (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad de tipo II bajo una 

indistinguibilidad S es uno es el conjunto clásico con todos sus elementos 

similares 

Lema 3.8.5.10: 

Si las t-normas T3, T5 y T4 son positivas, las negaciones Ni y N2 son 

negaciones fuertes y el peso Wk del ak tal que S(xk, Xj)<l para todo j<k, es 

distinto de cero entonces la (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de 

especificidad de tipo II bajo una indistinguibilidad S es adecuada. 

Demostración: 

Si ME(A / S) = 1 entonces 1 = Ti(ai, N ( P A ) ) , por lo que debe ser a\=\ y 

N ( P A ) = 1 . Por tanto A es un subconjunto borroso normal y 

P A = O = T2*j=2,..,n{T3(T5(aj, Ps), Wj)}, 

lo que significa que para todo j mayor o igual a dos debe ser T3(T5(aj, Ps), 

Wj)=0. Como por hipótesis T3 es una t-norma positiva debe ser o T5(aj, Ps)=0 o 

Wj =0. Al ser Wk distinto de cero debe ser Tsíak, Ps)=0, y si Ps es distinto de 

cero entonces ak=0. Y al estar ordenados los valores de pertenencia el resto de 

los valores de pertenencia también se anulan. Por tanto A es un subconjunto 

clásico con todos sus elementos similares. I 

Lema 3.8.5.11: 
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Si la t-norma T3 es de la familia de Lukasiewicz y el peso W2 es igual a 

uno entonces la (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad de tipo II 

bajo una indistinguibilidad S es adecuada. 

Demostración: 

Si ME(A/S) = 1 A debe ser un subconjunto borroso normal y para todo j 

mayor o igual a dos debe ser T3(a;, >v,)=0, y en particular T^{a2, W2)=0. Si T3 es 

una t-norma de la familia de Lukasiewicz entonces T3(x, j')=(p~^(W((p(x), (p(y))) 

siendo W(x, y)=Máx{Q, x+y-\) y (p una función continua creciente definida en 

[O, 1] con (p(0)=0 y (p(l)=l, luego: 

0= T3(a2, W2)= <f\Máx{0, q)(a2)+(p(w2) -1}) = (f\Máx{0, (p(«2)}) ya 

que como W2-\ entonces (p(w2)=l. Por tanto Máx{0, (p(a2)}=0, luego (p(ú¡2)=0, 

por lo que debe ser «2=0. Y al estar ordenados los valores de pertenencia el 

resto de los valores de pertenencia también valen cero. Por tanto A es un 

subconjunto clásico de un único elemento. I 

Teorema 3.8.5.12: 

Si el peso W2 es distinto de cero y la t-norma T3 es positiva o si a t-norma 

T3 es de la familia de Lukasiewicz y el peso wi es igual a uno, entonces la 

medida definida por ME(A/S) = Ti(ai, N(Sj=2,..,d{T3(a/, wj)})) es una medida de 

especificidad. 

La demostración es consecuencia inmediata de los lemas 3.8.5.2, 3.8.5.3, 

3.8.5.4, 3.8.5.10 y 3.8.5.11.1 

Observación: 

Si la t-norma T5 es igual a la t-norma T3 entonces, por la asociatividad de 

las t-normas, la medida de (Ti, Ni, T2*, T3, T5, T4, N2)-medida de especificidad 

de tipo II bajo una indistinguibilidad S coincide con la medida de (Ti, Ni, T2*, 

Luis Garmendia Salvador 199 



Medidas de especificidad bajo indistinguibilidad 

T3, T4, N2)-medida especificidad de tipo I bajo una indistinguibilidad S. Luego 

estas medidas al ser un caso particular de las anteriores verifican todas las 

propiedades demostradas. 

3,8,6, Medidas de especificidad bajo T-

indistinguibilidades basadas en la 

especificidad de sus clases independientes de 

inferencia. 

Dada una medida de especificidad sobre un conjunto borroso o 

distribución de posibilidad es posible medir la utilidad de la información que 

contienen para la toma de una decisión, pues la medida indicaría la cuantía de 

buenas decisiones posibles. Cuando también se conoce una T-indistinguibilidad 

un grupo de buenas decisiones podrían ser de la misma clase de T-

indistinguibilidad por lo que el número de posibles buenas soluciones se 

reduciría y la especificidad aumenta, pues la decisión es más fácil. 

Por ejemplo, supongamos que una empresa de informática quiere 

contratar un administrador de sistemas y tiene 30 candidatos. Una T-

indistinguibilidad entre los candidatos sobre los entornos en los que tienen 

experiencia indicaría que 10 de ellos son expertos en microinformática, otros 10 

son expertos en sistemas intermedios y los 10 restantes son expertos en grandes 

sistemas. Entonces la decisión inmediata no es cuál es el mejor de los 30 

candidatos, sino cuál es la clase de perfil que se necesita, por lo que la decisión 

primera sería elegir una de las tres clases. 

Volviendo al problema de la chaqueta de Yager, una T-indistinguibilidad 

aumenta la cantidad de información y por tanto la especificidad, pues varias 
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temperaturas son similares o T-indistinguibles a la hora de decidir qué 

chaqueta ponerse. 

Cuando nuestro conjunto borroso nos da una información sobre un 

espacio X, que podría no ser específica inicialmente, pero si dicho conjunto está 

contenido en una clase seleccionada de una T-indistinguibilidad entonces su 

especificidad es la máxima. 

Un método nuevo y diferente de construir medidas de especificidad bajo 

T-indistinguibilidades consiste en construir el conjunto de clases de la T-

indistinguibilidad y su distribución de posibilidad, para posteriormente medir su 

especificidad o -<-especificidad. 

Sin embargo, cuando la T-indistinguibilidad S no es una relación de 

equivalencia clásica, estas clases no están perfectamente definidas. Si T es la t-

norma mínimo entonces sus subconjuntos de nivel a son relaciones de 

equivalencia clásicas, pero esta propiedad no se verifica para otras t-normas. 

La idea de este método consiste en construir un conjunto de clases que 

sean 'independientes de inferencia', es decir, un conjunto de clases de forma 

que no se puedan inferir unas de otras por inferencia borrosa mediante la t-

norma T. 

Definición 3.8.6.1 

Sea ¡i. un conjunto borroso o distribución de posibilidad sobre un espacio 

finito X={xi, ...,Xn}, sea S una T-indistinguibilidad sobre XxX, entonces la 

distribución de posibilidad de la dase de un elemento Xj es: 

3(x¡) = MaXj(T(n(Xj), S(Xi, Xj))). 

Proposición 3.8.6.1 
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3(xi) > n(xi) 

Demostración: 

3(xi) = MaXj(T(|i(xj), S(xi, Xj))) 

> T(^(xi), S(xi, Xi)) 

= T(^i(xi), l) = | i(xi).l 

Definición 3.8.6.2: 

Xj |i-T-S-representa la clase de Xj, y se denota Xi >:|I-T-SXJ, si 

X¡ hn-T-S Xj <=» T{[ l (X i ) , S (X¡ , Xj))) > ^l(Xj). 

Esta definición indica lo que es posible deducir de Xj a partir de Xi 

haciendo inferencia borrosa con la t-norma T y la T-indistinguibilidad S, y que 

esto es lo mismo o más que lo que inicialmente se conocía de Xj. Es decir, ahora 

es posible deducir más de Xj por su relación con Xi. 

Proposición 3.8.6.2: 

Sea |i un conjunto borroso o distribución de posibilidad sobre un espacio 

finito X={xi, ...,Xn}, sea S una T-indistinguibilidad sobre XxX, entonces Xj h^-i-

s Xi, es decir, la relación clásica >:|I.T-S sobre XxX es reflexiva. 

Demostración 

T(\i(xi), S(xi, Xi))) = T()i(xi), 1) = |i(xi), luego Xi h^.j-s Xi. I 

Teorema 3.8.6.3: 

Sea fx un conjunto borroso o distribución de posibilidad sobre un espacio 

finito X={xi, ...,Xn}, sea S una T-indistinguibilidad sobre XxX, entonces la 
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relación crisp k î-x-s sobre XxX es transitiva. Es decir, si Xi >^.j.s, Xj y Xj >:|X-T-S 

Xk entonces Xj h^-i-s Xk. 

Demostración: 

Xi >n-T-s Xj por lo tanto T(|x(xi), S(xi, Xj)) > |LI(XJ). 

Xj ^n-T-s Xk por lo que T(|i(xj), S(xj, Xk)) > M-(xk). 

Luego |i(xk) < T(^(xj), S(xj, Xk)) 

< T(T(|i(xi), S(xi, Xj)), S(xj, Xk)) 

= T(|i(Xi), T(S(xi, Xj), S(xj, Xk)) 

< T(|i(xi), S(xj, Xk)) 

y por lo tanto Xj >^.j.s Xk. • 

Corolario 3.8.6.4: 

La relación clásica >:H-T-S sobre XxX es una relación de preorden clásica 

sobre XxX. 

(T es asociativa) 

(S es T-transitiva) 
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3,8,7 Algoritmo para obtener clases independientes 

de inferencia. 

La distribución de posibilidad de las clases de los elementos {xi, ...,Xji} 

se calcula aplicando la regla composicional de inferencia Max-T entre la 

distribución de posibilidad y la T-indistinguibilidad. Es decir, la distribución de 

posibilidad de las clases de los elementos {xi, ...,x„} es \i OMax-T S = (3(xi), ..., 

3(xn)). Para simplificar la notación se considera que dichos elementos ya están 

ordenados por sus valores de pertenencia; es decir, [i(xi) > ... > |i(xn). 

Varios de estos valores 3(xi) pueden ser iguales, por ejemplo, en el caso 

de que dos elementos x; y Xj estén relacionados en un sentido por la relación 

crisp >:n-T.s se tendría que 3(xi) es igual a 3(xj). 

El algoritmo que se propone tiene como objetivo eliminar los valores de 

3(xj) que son iguales a un 3(xj) porque exista un Xj que ^-T-S-representa la 

clase de Xj (es decir, porque Xi >H-T-S XJ ) para encontrar los elementos que 

representan todas las clases independientes de inferencia y calcular la 

especificidad del conjunto de estos elementos que representan a sus clases. 

El teorema anterior que demuestra que la relación >:H-T-S es transitiva es 

importante para este algoritmo, pues cuando un elemento Xj es representado por 

otro elemento Xi, se puede eliminar sin temor a deshacerse de un Xj que 

representa a otro Xk, pues Xi también representa a x^. 

La distribución de posibilidad de la clase de un elemento Xj es 

Maxj(T(¡i.(xi), S(xi, Xj))) = T(]a,(xi), S(xi, Xj)) para algún i. Si v^], entonces Xi 

representa la clase de Xi. 

El algoritmo debe detectar y eliminar los elementos Xj cuando exista otro 

elemento que represente a su clase para obtener un conjunto X' de elementos 
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que representan a sus clases (X'cX). La medida de especificidad de \i sobre la 

T-indistinguibilidad S se calcula con la especificidad de la distribución de 

posibilidad de las clases 3 de los elementos de X'. 

Se propone un sencillo método por pasos de este algoritmo: 

• Paso 1: Calcular \í OMax-x S(*, xj). 

Si Maxj(T(|x(xj), S(xj, xi))) > |i(xi) para algún j>l entonces 

X' :=X-{xi}, y p,̂  y S' son la restricción a X' de ¡j, y S. 

En otro caso X' = X y xj será el representante de su clase y será 

un elemento de X / ^^I-T-S-

• Paso i: Calcular p, OMax-i S(*, Xi). 

Si Maxj(T(|i'"'(xj), S'"^(xj, Xj))) > |J.'"^(x¡) para algún j>i entonces 

X'=X*"'-{xi}, y en otro caso X' =X^"^ 

Repetir el proceso n veces y X° será el conjunto de clases del 

conjunto cociente X / >I^.T-S y su distribución de posibilidad es 3 

restringida a X". 

Así pues, la medida de especificidad de \i bajo S es la medida de 

especificidad del conjunto de clases X"= X / >:̂ .T-s cuya distribución de 

posibilidad es 3 restringida a X" . 

Obsérvese que X / ^^-T-S no es una relación de equivalencia sobre X 

porque la relación ^^-x-s no es conmutativa. Sin embargo X / >H-T-S está bien 

definida por el mínimo conjunto de elementos >:^.T-s-representantes de otros 

elementos de X. 

Teorema 3.8.7.1 
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La medida de especificidad de ]i bajo S calculada por el algoritmo 

propuesto verifica los cuatro axiomas que definen una medida de especificidad 

bajo una T-indistinguibilidad. 

Demostración 

Axioma 1: Se demuestra que Sp({x} / S) = 1. Si jx es un singletón 

entonces |j,(xi)=l y |x(xj)=0 para todo jí^l. En el paso 1 del algoritmo se calcula 

M- OMax-T S ( * , Xi) = ( 1 , 0 , . . . ,0) OMax-T 

^ S ( X i , X , ) ^ 

S(X2, X,) 

l,S(x„, x.) 

= T(l ,S(xuXi)) = T ( U l ) = l 

Como xi es el representante de su clase será un elemento de X / >:^-T-S5 

X ' = X y 3 ( x i ) = 1. 

En el paso i, para todo i mayor que 1, se calcula 

^l OMax-T S ( * , Xi) = ( 1 , 0 , . . . ,0) OMax-T 

^ S ( X „ X . ) ^ 

S(X2, Xj) 

,S(x„,Xi)^ 

= T(l,S(x,,Xi)) 

= S ( x i , Xi) 

> ^i'-^Xi) = o 

por lo que Xi es representado por la clase de xi para todo i ^̂  1, X° = X / >:JI-T-S 

{xi} y la medida de especificidad de X / >:̂ I-T-S es uno por ser un singletón. 
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Axioma 2: Se demuestra que Sp(0 / S) = 0. En todos los pasos del 

algoritmo se tiene que 

| I OMax-T S ( * , Xi) = (O, . . . , 0 ) OMax-T 

^S(x„x,)^ 
S(X2, Xi) 

,S ( x „ ,X i ) ^ 

= T(0, S(xi, x¡)) = o, 

por lo que X" = X / ^^-T-S = X, pero la distribución de posibilidad de las 

clases es 3(xi) = O para todo i, por lo que la medida de especificidad del 

conjunto vacío sobre S es la medida de especificidad del conjunto vacío, por lo 

que vale cero. 

Axioma 3: Se demuestra que Sp(|i / Id) = Sp(|i.). Cuando la T-

indistinguibilidad S es la Identidad, en todos los pasos se tiene que 

ro 

H OMax-T S ( * , Xi) = (Xi , . . . ,Xn) ©Max-T 

vOy 

= T(xi , l ) = Xi, 

por lo que cada elemento representa a su clase, X° = X / h^-r-s - X, y 3 

es igual a \i, por lo que la medida de especificidad del conjunto |j, sobre la 

relación identidad es la medida de especificidad del conjunto |i. 

Axioma 4: Se demuestra que Sp(|i / S) > Sp()i). 

En el paso 1 del algoritmo, como Xi es el mayor valor de pertenencia de 

10,, se tiene que 
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Vi OMax-T S ( * , Xi) = ( X i , . . ,Xn) OMax-T 

^S(x,, x , )^ 

S(X2, X,) 

,S(x„,x,)^ 

= T(xi, S(xi, xi)) = T(xi, 1) = xi. 

Como xi siempre es el representante de su clase será un elemento de X / 

^ j , .T-s ,X'=Xy3(xi) = xi. 

En el paso i, para todo i mayor que 1, se calcula 

| I OMax-T S ( * , Xi) = (Xi , . . , Xn) OMax-T 

^S(x„Xi)^ 

S(X2, Xj) = 3(xO 

Si 3(xi) es T(xi, S(xi, Xi)) = T(xi, 1) = Xj entonces el elemento Xj es 

representante de su clase y Sp(|i. / S) no variaría con respecto a Sp((i). 

Si 3(xi) es T(Xj, S(Xj, Xi)) entonces Xi es representado por Xj, por lo que 

no pertenece a X / >:H-T-S así pues la medida de especificidad Sp({X / S) es la 

medida de especificidad de 3 restringida a X", que no contiene a Xj. Al 

disminuir el número de elementos que no son el de mayor grado de pertenencia, 

la medida de especificidad Sp(|i / S) aumenta respecto a Sp(|j,). I 

Ejemplo 3.8.7.1 

Sea (i, el conjunto borroso sobre X={xi, .., X5} con los valores de 

pertenencia {1/xi, 0.7/x2, O.5/X3, O.2/X4. O/X5}. Supongamos que aumentamos 

nuestro conocimiento a través de la información que nos proporciona la T-

Indistinguibilidad S:XxX->[0, 1] representada por la siguiente matriz 
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S = 

^ 1 1 O 0.5 0.2^ 

1 1 O 0.5 0.2 

0 0 1 0 0 

0.5 0.5 O 1 0.2 

0.2 0.2 O 0.2 1 

que es reflexiva y Min-transitiva, por lo que es T-transitiva para toda t-norma 

T. 

Sea T la t-norma mínimo. La distribución de posibilidad de las clases 3 

de los elemento de X es la siguiente 

It OMax-Min S - ( 1 , 0 . 7 , 0 . 5 , 0 . 2 , 0 ) OMax-Min 

^ 1 1 O 0.5 0.2^ 

1 1 O 0.5 0.2 

0 0 1 0 0 

0.5 0.5 O 1 0.2 

0.2 0.2 O 0.2 1 

= (1, 1,0.5,0.5,0.2) 

Para decidir que clases son independientes de Min-inferencia se siguen 

los pasos del algoritmo. 

En el paso 1 se calcula 

It OMax-Min S ( * , Xi ) - ( 1 , 0 . 7 , 0 . 5 , 0 . 2 , 0 ) OMax-Min 

(I ^ 

1 

O 

0.5 

= Max{l, 0 .7 ,0 ,0 .2 ,0}= 1. 

Como 1 = Max(T(ji.(xi), S(xi, xi))) = |i.(xi), Xi será el representante de su 

propia clase y será un elemento de X / v -̂Min-s- Se tiene X' =X, \\}- ¡i y S'=S. 
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En el paso 2 se calcula 

\y} OMax-T S'(*, X2) = (1 , 0.7, 0.5, 0.2, 0) OM: ax-Min 

^ 1 ^ 

1 

O 

0.5 

= Max{l,0.7, 0,0.2, 0} = 1. 

Como 1 = Max(T(iJ,^(xi), S'(xi, X2)))^ V-^i'^i) entonces xi >:n-Min-s 

representa a X2, por lo que X^ = X^-{x2} = {xi, X3, X4, X5}, ]}^ es (i' restringido a 

^ 1 o 0.5 0.2^ 

0 1 0 0 

0.5 o 1 0.2 

0.2 O 0.2 1 

-,2 _ 

en X^x X^, es decir en {xi, X3, X4, xs}^. 

En el paso 3 se calcula 

Vi^ OMax-T S^(*, X3) = (1 , 0.5, 0.2, 0) OMax-Min 

(0^ 
1 

o 
Max{0, 0.5, o, 0} =0 .5 . 

Como 0.5 - JJ.(x3), X3 será el representante de su clase y será un elemento; 

de X / y^.um-s. Se tiene X^ =X^ ^^= \i^ y S^=Sl 

En el paso 4 se calcula 
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H^ OMax-T S^(* , X4) = ( 1 , 0 . 5 , 0 . 2 , 0 ) OMax-Min 

^0.5 ̂  

o 
1 

0.2 

Max{0.5,0, 0.2, 0} =0.5. 

Como 0.5 = Max(T(íX (xi), S (xi, X4)))> |i (X4) = 0.2 entonces X] >:n.Min-s 

representa a X4, por lo que X'^= X^-{x4} = {xi, X3, X5}, \\.^ es \s? restringido a X"̂  

y 

i 4 _ 

( 1 O 0.2 "i 

O 1 O 

0.2 O 1 

en X'x X^ 

En el paso 5 se calcula 

[l"* OMax-T ^^(*, X5) = ( 1 , 0 . 5 , 0 ) OMax-Min 

^0.2^ 

O 

1 

= Max{0.2, O, 0} =0.2 . 

/ 

Como 0.2 = Max(T(|a,^(xi), S'^íxi, X5)))> ji'̂ Cxs) = O entonces xi >:n-Min-s 

representa a X5, X^ = X -{xs} = {xi, X3}, que es el conjunto de clases de X / >^. 

T-s ya que las clases independientes de inferencia son dos: {{xi, X2, X4, xj}, 

{X3}}, y por tanto su distribución de posibilidad es S restringida a X^, es decir, 

{l/xi,0.5/x3}. 

Así pues, la medida de especificidad de |i bajo la indistinguibilidad S 

es la medida de especifícidad del conjunto de clases de xj y X3 con 

distribución de posibilidad {l/xj, O.S/xs}. •> 

A partir del elemento xi se puede deducir mediante la regla 

composicional de inferencia Max-Min mayores grados de pertenencia para los 

valores X2, X4 y X5 de lo que nos indicaba |LI inicialmente, por lo que X2, X4 y X5 
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son Min-S-inferibles a partir de xi y estas 4 decisiones son similares. 

Evidentemente, la medida de especificidad de (i bajo la indistinguibilidad 

S es mayor que la de ¡i, pues la indistinguibilidad nos indica que 4 de las 5 

posibles decisiones iniciales son similares, por lo que la decisión se reduce a 

dos clases de elementos. 

Utilizando, por ejemplo, la medida de especificidad lineal de Yager con 

un peso W2 = 1, tendríamos que la medida de especificidad de jLl bajo S sería: 

Sp (II / S) = Sp ({1/xi, O.5/X3}) = 1 - 0.5 = 0.5. 
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CAPITULO 4: 

NUEVA MEDIDA DE T-

TRANSITIVIDAD DE RELACIONES 

BORROSAS. 

4.1. INTRODUCCIÓN 

Para que una relación borrosa sea un T-preorden o una T-similaridad 

necesita verificar la propiedad T-transitiva. Los T-preórdenes son muy 

importantes en el mundo de la inferencia borrosa, por ejemplo, para que las 

consecuencias inferidas sean consecuencias según Tarski. Las T-similaridades o 

T-indistinguibilidades permiten de forma análoga a las relaciones de 

equivalencia clásicas, hacer clasificaciones o particiones borrosas de un 

conjunto. Por esto es importante conocer si una relación dada es T-transitiva, y 

si no lo es buscar otra, lo más próxima posible, que lo sea. 

En este capítulo se presenta un nuevo método algorítmico para T-

transitivizar relaciones borrosas, es decir, partiendo de una relación borrosa se 

proporciona un método para obtener una relación borrosa lo más parecida 

posible a la dada, contenida en la original y que sea T-transitiva. Este método 

permite también conocer si la relación dada es ya T-transitiva. 

Existen varias maneras conocidas de obtener el acreditado cierre T-

transitivo de una relación borrosa, pero el algoritmo propuesto no es una de 

ellas, pues el cierre transitivo de una relación borrosa alcanza mayores valores 

de pertenencia que la relación original, mientras que la salida de este nuevo 

algoritmo proporciona valores más bajos. 
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Tanto el cierre T-transitivo (que contiene a la relación borrosa original) 

como la nueva relación T-transitivizada (que esta contenida en la original) 

conservan importantes propiedades de la relación, como por ejemplo la ji-T-

condicionalidad y la a-reflexividad. Por ejemplo, si la relación borrosa es 

reflexiva, entonces su relación T-transitizada también será reflexiva y adquirirá 

la propiedad T-transitiva, por lo que será un T-preorden. 

El método propuesto de T-transitivización puede usarse como una manera 

nueva de medir la T-transitividad de relaciones borrosas, pero también sirve 

para construir T-preórdenes distintos del cierre transitivo de dicha relación 

reflexiva. 

El algoritmo no siempre conserva la propiedad de la simetría, por lo que 

no serviría para construir T-indistinguibilidades a partir de una relación 

reflexiva y simétrica. Sin embargo no es diñ'cil obtener la mayor relación 

posible reflexiva, simétrica y T-transitiva contenida en una relación borrosa. 

Una vez se tiene este algoritmo se definen medidas de T-transitividad de 

relaciones borrosas midiendo la diferencia entre la relación borrosa original y su 

relación T-transitivizada mediante distancias o distancias generalizadas, 

obteniendo una medida diferente a la que se obtendría midiendo la distancia 

entre la relación y su cierre T-transitivo. 

En este capítulo se prueba que el nuevo algoritmo de T-transitivización 

de relaciones borrosas es computable si el universo de la relación es finito. 
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4.2. PRELIMINARES 

Sea E = {ai, .,., an} un conjunto finito. Se recuerda que J^ es la relación 

residuada. (Ver apéndice) 

Definición 4.1.1: 

Sea T una t-norma triangular. Una relación borrosa R: ExE -> [O, 1] es T-

transitiva si T(R(a,b), R(b,c)) < R(a,c) para todo a, b, c de E. 

Notación: 

Dada una relación borrosa R se denomina aij al elemento de [O, 1] que 

denota la relación entre ai y aj. Así aij = R(ai, aj) 

Definición 4.1.2: 

Un elemento aij se llamará elemento T-transitivo si T(ai,k, akj) ^ aij para 

todo k desde 1 hasta n. 

La relación borrosa original se denota R^. 

La relación obtenida a partir de R° en la que se han disminuido los 

primeros m valores de pertenencia o grados de relación se denota R™. 

Se denomina aij™ la relación entre ai y aj por R™, cuyo grado de relación 

es por tanto aj j" = R'̂ Caj, aj). 

El algoritmo que se propone en esta unidad obtendrá a partir de R*̂  una 

relación T-transitiva contenida en R°, así pues, si n es mayor o igual que m 

entonces aij" < aij"". Por tanto R= R° 3 R^ 3. . .2 R" 3. . .2 R". 
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4.3, NUEVO MÉTODO DE T-TRANSITIVIZACION 

DE RELA CIONES BORROSAS, 

4,3,1 Introducción al algoritmo. 

El algoritmo que se propone consiste en transformar una relación borrosa 

R° en otra relación T-transitiva Rx contenida en R'^ mediante n^-1 pasos (en cada 

uno de los cuales disminuye, como mucho, uno de los grados de relación) de 

forma que R = R ° 3 R ' 3 . . .3 R '"3 . . .3 R"'"' = Rx. 

La originalidad de este método consiste en que en cada paso se asegura 

que un elemento aij será T-transitivo en la relación del siguiente paso y en todas 

las relaciones posteriores, incluyendo la relación fínal T-transitivizada Rx. Es 

decir, el cada paso m+1 se T-transitiviza un elemento aij™ de R™ consiguiendo 

que aij"̂  sea un elemento T-transitivo de R"̂  para todo r>m. 

Para poder asegurar que los elementos T-transitivizados sigan siendo 

elementos T-transitivos de todas las relaciones posteriores, se debe elegir en 

cada paso el elemento a T-transitivizar de la siguiente manera: Se elige el 

elemento no T-transitivo de la relación salida del paso anterior que sea el de 

menor grado de relación entre todos los que todavía no han sido T-

transitivizados. Para T-transitivizar dicho elemento aij™ de R™ se reducirá el 

grado de relación de otros elementos no T-transitivizados de R'", y se logrará 

que aij™ = ajj'^para todo r>m, pues al haberse elegido el menor elemento no T-

transitivizado, este elemento no será causante de no T-transitividad de otros 

elementos no T-transitivizados (pues son mayores) por lo que no será recesarlo 

reducir su grado de relación en los siguientes pasos. 

Utilizando esta técnica el algoritmo termina en a lo sumo n^-1 pasos (T-

transitivizando a lo sumo n^-1 elements) construyendo una relación T-transitiva. 
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4,3,2 Descripción del algoritmo. 

Las siguientes definiciones de x y i'" servirán en el algoritmo para 

denotar el conjunto de elementos de ExE que ya han sido T-transitivizados en 

cada paso del algoritmo. 

Definición 43.1 

Sea X un conjunto de pares (i, j) donde i, j toman valores desde 1 hasta n. 

Definición 4.3.2 

X™ es un subconjunto de x definido inductivamente de la siguiente forma: 

1) x°=0 

2) x"""' = x"" u (i, j) si aij"" es el elemento de R"" elegido para ser T-

transitivizado durante el paso m+1-ésimo. 

Es decir, x™ es el conjunto de los m pares (i, j) que corresponden a 

elementos T-transitivizados de R™ y (x™)' es el conjunto de los n^-m pares (i, j) 

que corresponden a elementos no T-transitivizados candidatos a serlo en los 

siguientes pasos. 

Definición 4.3.3: Construcción de R'"'^^ a partir de R'". 

Sea aij™ el elemento de R" no transitivizado de mínimo valor que ha sido 

elegido para ser T-transitivizado en el paso m+1 (ajj'" = Min{av,w'" tal que (v, w) 

e(x-) '}) . 

Se define ar̂ g™ '̂ como . . , 
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J>,"j,a,^) sir = i,T(a-,a,"j)>a!] y a r , < < , . 

jHa|;j,aí;;) sis-j,T(aí^,,a,^)>a|;;. y a r , > a ; 

a™ enotrocaso 

En el caso de que T(ai,k'", ^K]^) ^ aij™, se elige entre los elementos ai,k™ y 

akj"", para decidir cual de los dos verá reducido su grado en el siguiente paso 

para que T(ai,k""'^ akj™^̂ ) < aij"'^^ = aij«>. 

Un buen criterio para elegir que elemento reducir es reducir el elemento 

que tenga menor grado, así la diferencia entre R™ y R'""̂ ^ será menor. Entonces 

si aî k"" ^ akj" entonces se define aĵ k'"*̂  = J^Cakj" ,̂ aij"") y si aî k"" > akj™ entonces 

se define akj™*̂  = J (̂ai,k™, aij")- El grado del resto de elementos se mantiene 

4,3.3 El algoritmo es computadle 

En este apartado se prueba que el algoritmo definido anteriormente en un 

universo finito de n elementos es computable. 

Lema 4.3.1 

Si a i j" es el m-ésimo elemento a T-transitivizar entonces su valor no 

cambia en los sucesivos pasos, es decir, aij"" = aij™"̂ ' = .... = ay " "^. 

Demostración 

El valor del elemento m-ésimo a T-transitivizar aj j" no se modifica en los 

siguientes pasos porque aij"" = Min{av,w"' tal que (v, w) e(x"') '}. a i j" nunca 

provoca que otro elemento no sea T-transitivo, pues su valor es menor que el 

resto de elementos a T-transitivizar. Así pues, cuando en los siguientes pasos se 

va a T-transitivizar ar,s™ '̂̂  se verifica que T(aij™, x) < Miníaij"", x) < aij™ < 
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ar.s"^^ para todo 0<q<n^-m-l, por lo que el valor de ajj'"'^'' no se reduce en los 

pasos posteriores y aij™ = aij*""̂ ^ = .... = aij" "'. • 

Lema 4.3.2 

Si aij™ es el m-ésimo elemento a T-transitivizar, entonces aij"^' es un 

elemento T-transitivo en R™"̂ ^ 

Demostración 

m+l „„ <.;„„„ „ m+1 _ „ m Por la definición de R se tiene que ar,s™ = ar,s excepto para los 

elementos aî k"'̂ ' o akj™^̂  en el caso de que Tíaj^k^j akj'")>aij™ para algún k 

desde 1 hasta n. 

En este caso, si aî k'" ̂  akj" entonces akj™^̂  = J (̂ai,k™, aij™) y aij""^^ = aij™ 
— 'T'/'„ m TT/ '„ m „ m\\ _ '-r/„ m+l „ m+K 

- T(ai,k ,J (ai,k , aij )) - T(ai,k , akj ). 

Si ai,k"'> a k / entonces ai.k"" '̂ = j'^(ak,j"', sa^D Y 

ai,r' = aij"" = TCJ^Cakj", aij""), akj'")) = T(ai,k™"\ akj"^^). 

En ambos casos el elemento aij™^ es un elemento T-transitivo de R m+l 

Si T(ai,k'", akj™) ^ aij™ para algún k desde 1 hasta n, entonces aij™"̂ ^ = aij™ 

> T(ai,k™, akj™) - T(ai,k™^^ akj™^̂ ) por lo que aij"'"^' es un elemento T-transitivo 

deR™""'.! 

Lema 4.3.3 

Si aij™ es el m-ésimo elemento a T-transitivizar entonces aij"̂  es un 

elemento T-transitivo de R^ para todo r>m+l. 

Demostración 
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Por el lema 4.3.2, aij"^^ es un elemento T-transitivo de R""̂ ,̂ por lo que 

aij""^^ > T(ai,k"'^^ ^K^^) para todo k=l..n. 

Se tiene que ar,s"'^' ^ ar,s'"^'^'' para todo 0<q, l<r<n, l<s<n, por lo que 

Teorema 4.3.1 

La salida RT es una relación borrosa T-transitiva. 

Demostración 

R ^ = R " "' es una relación T-transitiva porque por el lema 4.3.3, sus n^-1 

elementos T-transitivizados (de T " " ' ) son elementos T-transitivos de R"" ' . El 

único elemento no T-transitivizado af,g°~' también es T-transitivo en R"~' 

porque af,g"~^ > ar,s"'"'para todo l<r<n, l<s<n, así pues af^g""' > T(af,g°~', 

af,g"'"') > T(af,k"'"\ ak,g"'"') para todo k=l..n. Por lo tanto R^= R"'~' es una 

relación T-transitiva. I 
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4.4 EJEMPLOS 

Ejemplo 4.4.1: 

Sea E el conjunto {ai, a2, a3} y sea R: ExE -^ [O, 1] la relación borrosa 

definida por la siguiente matriz: 

R = R°= 

ro.7 0.9 0.2^ 

Oi 0.6 0.1 

0.4 1 0.8 

donde, por ejemplo, R(ai, a2) = aî 2 - 0.9 . 

Se muestran los paso del algoritmo propuesto para Min-Transitivizar esta 

relación. 

El elemento que debe ser Min-transitivizado primero es a2,3° = 0.1 porque 

es el de menor valor. a2,3° no es un elemento Min-Transitivo de R° pues 

Min(a2,i°,ai,3^) = Min(0.5, 0.2) > 0.1 = a2,3°. Para Min-transitivizar a2,3° se 

deben reducir o bien a2,i° o ai,3* .̂ En este caso ai,3°< a2,i'̂  por lo que el valor de 

ai,3^ debe ser reducido a J'^'"(a2,i°, 32,3°) = a2,3^ = 0 . 1 , tras lo cual la relación 

queda de la forma siguiente: 

R i = 

^0.7 0.9 O.n 

0.5 0.6 0.1 

0.4 1 0.8 

El conjunto de elementos Min-transitivizados es t '={(2, 3)}. Ya sabemos 

que este elemento pertenecerá al conjunto de elementos Min-transitivizados del 

resto de los pasos, es decir, que (2, 3)et^"^^para todo entero q>0. 
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Por el lema 4.3.1, 33,3*̂  = a2,3' = a2,3^ = a2,3^ para todo entero q>0. Como 

32,3̂ ^ es el elemento de menor valor entonces Min(a2,3'', x)<ar,s'' para cualquier 

l<r,s<3, por lo tanto el valor de a2,3'* no se modificará durante los siguientes 

pasos porque nunca será el causante de que otros elementos no sean Min-

Transitivos. 

Por el lema 4.3.2, a2,3^ es un elemento Min-transitivo en R^ y por el lema 

4.3.3, a2,3^ '̂̂  es un elemento Min-transitivo en R'"^'' para todo entero q>0. 

El segundo paso consiste en Min-transitivizar el siguiente elemento no 

Min-transitivizado de (T^) ' que tenga el menor valor, que en este caso es (1, 3) 

ya que ai,3^ es el menor. Sin embargo este elemento ya es Min-transitivo, por lo 

tanto R^=R^ y i:^={(2, 3), (1, 3)}. 

En el tercer paso se debe Min-transitivizar el elemento a3,i^ = 0.4. Como 

O 

reducido de forma que a2,i^ tome el valor 0.4. 

Min(a3,2^, ^2,1 )̂ - Min(l, 0.5) > 0.5 = ^3,1^, entonces el valor de a2,i^ debe ser 

El resto de elementos de R ya son Min-transitivos, por lo que 

R' = R ' = R — RMÍII — 

(0.1 0.9 0.0 

0.4 0.6 0.1 

0.4 1 0.8 

Ejemplo 4.4.2 

Como R ya es Prod-Transitiva y W-transitiva se tiene que 

R Prod • Rw = 

^0.7 0.9 02\ 

0.5 0.6 0.1 

^0.4 1 0.8y 
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4.5 MEDIDA DE T- TRANSITIVIDAD DE 

RELACIONES BORROSAS. 

En este apartado se define la medida de T-transitividad baja y la medida 

de T-transitividad alta. 

Sea T una t-norma triangular. Sea R una relación borrosa y sea R^ su 

cierre transitivo y Rx la relación obtenida por el algoritmo anterior. 

Definición 4.5.1: 

Dada una distancia d en [O, 1] y una t-conorma S, se define una medida 

de T-transitividad baja de una relación R como 

M T - S ' ( R ) = 1- S(a, b)eExE{d(R(a, b ) , RxCa, b ) ) } . 

Definición 4.5.2 

Dada una distancia d en [O, 1] y una t-conorma S, se define la medida de 

T-transitividad alta de una relación R como 

^T-s-d ( R ) = 1. S(,̂  b)eExE{d(R(a, b), R^(a, b))}, 

donde R es el cierre transitivo de R. 

Ejemplo 4.5.1 

Sea d la distancia d(x, y) = |x-y|, y sea S la conorma máximo. 

Entonces la medida de T-transitividad baja de la relación R de los 

ejemplos 4.5.1 y 4.4.2 para las t-normas mínimo, producto y Lukasiewicz es: 

MMin-Max*^ ( R ) = 1- MaX(a, b)eExE{cÍ(R(a, b ) , RT(SÍ, b ) )} 
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= 1-0.1 

= 0.9. 

Mprod-Max" ( R ) = Mw-Max" ( R ) = 1- O = 1. 

Curiosamente estas medidas coinciden con las medidas de T-transitividad 

altas. 

Ejemplo 4.5.2: 

Sea d la distancia d(x, y) = |x-y|, y sea S la conorma de Lukasiewicz. 

Entonces la medida de T-transitividad baja de la relación R de los 

ejemplos 4.5.1 y 4.4.2 para las t-normas mínimo, producto y Lukasiewicz es: 

M M i n V ( R ) = l - W * ( a , b)€ExE{d(R(a, b), Rxía, b))} 

= 1-(0.1 +0.1) 

= 0.8. 

Mprod-W*̂  ( R ) = M w V ( R ) = 1- O = 1. 

Estas medidas coinciden con las medidas de T-transitividad altas. 

Observación 

Ni las medidas de T-transitividad bajas ni las medidas de T-transitividad 

altas son monótonas respecto de la inclusión conjuntista, es decir, no verifican 

que si dadas dos relaciones borrosas R y R' tal que R c R ' entonces la Mj-s'* ( R ) 

< MT-S*^ ( R' ). 

Veamos un ejemplo que prueba que no es monótona respecto de la 

inclusión conjuntista. Tanto la medida de T-transitividad alta como la medida de 

transitividad baja de una relación borrosa verifican que si I es la relación 
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borrosa que vale 1 para todo a, b entonces su medida de T-transitividad es 1, y 

si R es una relación que no sea T-transitiva se tiene que R e í y sin embargo MT-

s' (R) < MT-S ' (I). 

Otro ejemplo ilustrativo es: Si R es una relación que no sea T-transitiva 

entonces su medida de T-transitividad es distinta de uno, y sin embargo 

MT-S'* (R"^) = MT-S'^(RT) = 1. 

siendo RT c R c R^. 

Existe una cualidad de las relaciones borrosas de ser más o menos T-

transitivas que no está relacionada con la inclusión y que es la que se pretende 

medir. Se tiene definido un preorden parcial distinto de la inclusión conjuntista, 

y esta medida es una ^-medida borrosa de las estudiadas por Trillas y Ahina 

[Trillas, 1999], con la propiedad de que en dicho preorden son ínfimos, entre 

otras relaciones, las relaciones clásicas que no son transitivas, pues en ellas 

MT-S'' (R ) = M'^"^-''(R) = O 

y los supremos de dichos preorden parcial son, entre otras relaciones, el 0 , I, 

RT, R^ y todas la relaciones T-transitivas y entonces su medida de T-

transitividad alta y baja vale 1. 

4.6 PROPIEDADES DEL ALGORITMO 

En este apartado se prueban propiedades del algoritmo, como la 

conservación de la reflexividad, y se buscan contraejemplos para analizar las 

que no se conservan. Especialmente se prueba que el algoritmo es computable, y 

se determina la complejidad del algoritmo. 
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Proposición 4.6.1: 

Si R(ai, ai) = a, entonces R"(ai, ai) = a para todo m>0. 

Demostración: 

El grado de un elemento aij solo puede ser reducido si provoca que otro 

elemento ar,s con i=r o i=s no sea T-transitivo. En este caso 

T(ai,i, ai,s) < Min(ai,i, ai,s) < ai,s y 

T(ar,i ai,i) < Min(ar,i, ai,i) < ar,i. 

Por lo tanto los grados de los elementos de la diagonal nunca provocan 

que otros elementos no sean T-transitivos, por lo que nunca son reducidos. 

Corolario 4.6.1 

Si R is reflexiva (a-reflexiva) entonces R^ is reflexiva (a-reflexiva), es 

decir, el algoritmo conserva la propiedad reflexiva (a-reflexiva). 

La demostración se deduce de la proposición 4.6.1. 

Contraejemplo 4.6.1: 

Si Ri^R2 no necesariamente Ri •^cRa^ 

Para comprobarlo se ofrece el contraejemplo siguiente. 

Sean Ri y R2 las relaciones borrosas definidas por las siguientes matrices: 

Ri = 

ro.5 0.6 0.5"! 

0.5 1 0.5 

VO.9 1 1 

^0.5 0.6 í\ 

1 1 1 

0.9 1 1 

= R2 

R] es Min-transitiva, luego RiMin = Ri, y RiMín no está contenida en 
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R 2Min 

'0.5 0.5 r 

1 1 1 

,0.5 0.5 1̂  

Proposición 4.6.2: 

Si Ri y R2 son relaciones borrosas T-transitivas entonces Ri OMin R2 

también es una relación borrosa T-transitiva. 

Demostración 

Si Ri es una relación borrosa T-transitiva entonces T(ai,k\ ak / ) ^ aij\ 

Si R2 es una relación borrosa T-transitiva entonces T(ai,k^, ak,j^)^aij^. 

Como las t-normas son monótonas se tiene que 

T(Min(ai,k\ ai,k^), Min(akj', akj^)) < T(ai,k^ akj^) < aij^ 

T(Min(ai,k', ai,k^), Min(akj\ akj^)) < T(ai,k^ ak / ) < ay^ y 

T(Min(ai,k\ ai,k^), Min(ak,j^ ak,j^)) < Min(aij\ aij^), por lo tanto Ri OMin 

R2 también es una relación borrosa T-transitiva. 

Definición 4.6.1: 

Se denota Rx**̂ '" a la intersección de todas las posibles salidas del 

algoritmo de T-transitivización. 

El algoritmo podría dar diferentes salidas dependiendo del elemento de x' 

que se elige para T-transitivizar si hubiese más de un elemento en este conjunto 

con grado mínimo. 

RT"^'" es la mayor relación que esta contenida en todas las posibles 

relaciones T-transitivizadas de una relación R. 

Luis Garmendia Salvador 227 



Medidas de T-transitividad 

Corolario 4.6.2: 

Min RT C RTÍ C R para todo posible relación T-transitivizada RTJ de R. 

La demostración es consecuencia de la definición de RT*^'" y RTÍ 

Corolario 4.6.3: 

Min RT es una relación borrosa T-transitiva. 

Min La demostración se deriva de la definición de RT '" y la proposición 

4.6.2. 

Contraejemplo 4.6.2: 

El algoritmo de T-transitivización de relaciones borrosas no conserva la 

propiedad de simetría. 

Para comprobarlo se ofrece el siguiente contraejemplo. 

Sea R la relación borrosa definida por la siguiente matriz: 

R = 

^0.1 0.7 0.4^ 

0.7 0.5 02 

0.4 0.2 0.9 

Una posible relación Min-transitivizade de R podría ser 

R Min • 

/"o.i 0.1 o.r 
0.7 0.5 0.2 

0.4 0.2 0.9^ 

que no es simétrica. 
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Ejemplo 4.6.3: 

El siguiente ejemplo muestra que, aunque la relación Min-transitivizada 

de R no conserva la simetría, sí podría conservar esta propiedad la intersección 

de todas las posibles relaciones Min-transitivizadas RT Min 

Sea R la relación borrosa definida por la matriz 

R = 

^0.1 0.7 0.4^ 

0.7 0.5 0.2 

0.4 0.2 0.9 j 

Todas las posibles relaciones Min-transitivizadas son: 

R M Í Ü I -

(Q).\ 0.1 o.n 
0.7 0.5 0.2 

0.4 0.2 0.9 

RMin2— 

ro.l 0.7 0.4^ 

0.1 0.5 0.2 

0.1 0.2 0.9 

R Min3-

^0.1 0.1 0.4 "i 

0.7 0.5 0.2 

0.1 0.2 0.9 

RMin4— 

ro.i 
0.1 

1,0.4 

0.7 0.1 "l 
0.5 0.2 
0.2 0.9̂  

y la Min-intersección the todas las relaciones Min-transitivizadas de R es 

R Min 
Min 

(o.\ 0.1 o.n 
0.1 0.5 0.2 

0.1 0.2 0.9y 
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que también es Min-transitiva, y conserva la propiedad a-reflexividad y 

la simétrica. 

Teorema 4.6.1 

Si el conjunto E es finito entonces el algoritmo es computable. 

Demostración 

Si E es un conjunto finito con n elementos, el algoritmo debe tomar a lo 

sumo n^-1 pasos para que los n^ elementos de la relación salida sean T-

transitivos. En cada paso es necesario hacer a lo sumo n-1 operaciones para 

asegurar que un elemento se hace T-transitivo. Así pues, el algoritmo tiene una 

complejidad computacional del orden de 0(Dim^ R). 

Sin embargo es posible implementar algoritmos más rápidos teniendo en 

cuenta que los elementos ya T-transitivizados (r, s)e T"" pueden ser omitidos en 

el resto del algoritmo, pues ya no provocan que otros elementos (f, g) e (x™)' no 

sean T-transitivos. 

También pueden construirse algoritmos más rápidos utilizando la 

proposición 4.6.1 para determinar que los elementos de la diagonal nunca van a 

ser modificados y por lo tanto pueden ser omitidos los cálculos para estos 

elementos. 

4.7 CONCLUSIONES 

Se contruye un algoritmo nuevo y original que a partir de una relación 

borrosa nos da otra relación T-transitiva contenida en la inicial. 

Este algoritmo es diferente a otros algoritmos de T-transitivización, pues 

la salida no es el cierre T-transitivo. Los algoritmos que calculan el cierre 
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transitivo dan la menor relación T-transitiva que contiene a la relación original, 

mientras que este algoritmo propuesto nos ofrece una relación contenida en la 

inicial. Como se pueden construir varias posibles soluciones no siempre existe 

la mayor relación borrosa T-transitiva contenida en la relación inicial. Sin 

embargo esta relación T-transitiva podría ser mas parecida, según algunas 

distancias entre relaciones borrosas, a la relación original que el cierre T-

transitivo. 

El algoritmo estudiado también puede ser utilizado para decidir si una 

relación dada es T-transitiva. 

Se muestra que el algoritmo propuesto conserva la propiedad a-reflexiva, 

por lo que puede ser útil para construir preórdenes que puedan servir para hacer 

inferencias borrosas. 

Utilizando este algoritmo se pueden definir diferentes medidas de T-

transitividad de relaciones borrosas utilizando distintas distancias entre la 

relación entrada y salida del algoritmo. 
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CAPITULO 5 

CONCLUSIONES Y PROBLEMAS 

ABIERTOS. 

En esta memoria de doctorado se estudian se estudian tres tipos muy 

distintos de medidas que tienen aplicaciones interesantes en el campo de la 

inteligencia artificial y de los conjuntos borrosos: la medida de ¡x-T-

condicionalidad, la medida de T-especificidad y la medida de T-transitividad. 

Esta memoria de doctorado es una reflexión y una aportación a algunas 

de las medidas que juegan un papel importante en el tratamiento de la 

información mediante conjuntos borrosos, y muy especialmente en el campo de 

la inferencia en lógica borrosa. 

Se estudian y ofrecen resultados propios sobre dos propiedades de 

relaciones borrosas que son interesantes cuando la relación es utilizada para 

realizar inferencias borrosas, introduciendo el concepto de medida de }X-T-

incondicionalidad de relaciones borrosas, ofreciendo dos metodologías 

diferentes para calcularlas y finalmente unificándolas mediante la utilización de 

una distancia generalizada no conmutativa 1-J^ definida a partir del conocido 

operador residual J . La segunda propiedad deseable para las relaciones 

borrosas es la T-transitividad. En esta memoria se ofrece un algoritmo nuevo 

para T-transitivizar relaciones borrosas que ofrece una relación T-transitiva 

alternativa al conocido cierre T-transitivo y que puede ser utilizada para definir 

una nueva medida de T-transitividad de relaciones borrosas. La importancia de 

la propiedad T-transitiva en relaciones borrosas con las que se realizan 

inferencias es muy conocida y está muy estudiada. El nuevo método conserva 

algunas propiedades como la reflexividad por lo que puede ser útil, por 
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ejemplo, para obtener un preorden a partir de una relación borrosa reflexiva, y 

por lo tanto poder obtener consecuencias borrosas según Tarski. 

El primer capítulo es una introducción a esta memoria de doctorado, en 

la que también se exponen los objetivos de la misma. 

En el segundo capítulo se trabaja un tipo de medidas monótonas respecto 

de la inclusión conjuntista que pueden ser utilizadas para dar un grado de |i-T-

condicionalidad de relaciones borrosas, es decir, un grado de hasta qué punto se 

generaliza el modus ponens a la hora de hacer inferencia borrosa. Se ofrecen 

dos originales métodos diferentes para definir dichas medidas y se concluye que 

si se utiliza la distancia generalizada 1-J , ambas medidas son iguales para 

todas las t-normas continuas. Este importante resultado ofrece una metodología 

sencilla para que en futuros trabajos en los que se realice inferencia borrosa se 

pueda comprobar rápidamente si efectivamente la relación borrosa es |x-T-

condicional o en que grado es )i-T-incondicional, pudiéndose utilizar esta 

medida como un grado de coherencia a la hora de realizar inferencias con 

relaciones borrosas. 

Se ofrecen ejemplos de medidas de fi-T-incondicionalidad de relaciones 

borrosas y de operadores utilizando la distancia 1-J .̂ Se calculan las medidas 

de }i-T-incondicionalidad de los operadores más utilizados, comprobándose 

incluso que muchos de los usados con éxito no generalizan e\ modus ponens con 

la t-norma con la que se realiza la inferencia. En particular muchos operadores 

|i-W -condicionales no son |i-Min-condicionales, y sin embargo en ocasiones se 

realizan inferencias con ellos mediante la t-norma mínimo. 

Este estudio podría ampliarse analizando las diferencias entre los dos 

métodos propuestos para definir la |j,-T-incondicionalidad en el caso de que la 

distancia utilizada no sea la distancia generalizada 1-J .̂ 
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El tercer capítulo está dividido en tres apartados: -< -medidas borrosa de 

especificidad bajo universos finitos, -<-medidas borrosa de especificidad bajo 

universos infinitos, y -<;-medidas borrosa de especificidad bajo T-

indistinguibilidades. 

La importancia de las medidas de especificidad aumenta con el paso del 

tiempo y son constantes las nuevas aplicaciones que se le encuentran en el 

mundo del tratamiento de la información y en la lógica borrosa. Es una de las 

medidas fundamentales para entender procesos de inferencia borrosa, en la que 

la especificidad, entendida como medida de utilidad de la información, podría 

ser calculada tanto para los conjuntos borrosos que sirvan de premisas como 

para los que sean conclusiones. Este trabajo ha aportado una definición que 

contiene las medidas de especificidad propuestas y utilizadas por otros autores, 

avanzando en su estudio sobre universos continuos y bajo T-

indistinguibilidades. 

En la primera parte se esquematizan los trabajos anteriores existentes 

sobre medidas de especificidad, especialmente los aportados por R. R. Yager. Se 

aporta una nueva definición de ^-medida borrosa de especificidad utilizando 

dos t-normas, una negación y una t-conorma y se estudia bajo qué condiciones 

dichas medidas verifican los axiomas de medidas de especificidad de Yager. Se 

muestra como todos los ejemplos que se encuentran en la bibliografía sobre 

medidas de especificidad son casos particulares de -<(-medida borrosa de 

especificidad. Asimismo se aportan numerosos ejemplos originales y una 

metodología para crear una gran cantidad de nuevas medidas borrosa de 

especificidad simplemente variando las t-normas, negaciones o t-conormas. 

Se definen y caracterizan las -<-medidas borrosa de especificidad sobre 

universos continuos a partir de dos t-normas, una negación, una medida y una 

integral de Choquet. Se muestra cómo las medidas de especificidad bajo 

universos continuos de Yager son generalizadas por estas -<; -medidas borrosa de 

especificidad y se ofrecen numerosos ejemplos nuevos. Asimismo se estudian 
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dichos ejemplos cuando las t-normas o las negaciones son modificadas por otras 

de su misma familia. Por último se ofrecen y analizan ejemplos sobre los 

mismos conjuntos borrosos utilizando la integral de Sugeno en lugar de la 

integral de Choquet. 

En la tercera parte del tercer capítulo se trabajan las medidas y -<-

medidas borrosas de especificidad cuando la información aumenta mediante una 

T-indistinguibilidad, problema propuesto por Yager que sólo tenía resuelto para 

similaridades. El trabajo comienza axiomatizando las medidas de especificidad 

bajo T-indistinguibilidades, explicando cuáles son las motivaciones y el 

comportamiento que deben tener dichas medidas. Se ofrecen dos enfoques 

diferentes para calcular dichas medidas: los métodos basados en fórmulas y los 

basados en algoritmos que calculan clases independientes de inferencia. Se 

muestra, en ambos casos, que verifican los axiomas de medidas de especificidad 

bajo T-indistinguibilidades. 

El trabajo podría ser continuado estudiando cómo varía la especificidad 

de conjuntos al realizar inferencias borrosas comparando la especificidad de los 

conjuntos borrosos que sirvan de premisa con la especificidad de los conjuntos 

borrosos inferidos. Asimismo el trabajo puede ser utilizado para estudiar una 

medida de utilidad de los conjuntos borrosos. También queda abierto el campo 

de definir nuevos métodos de creación de medidas de especificidad bajo T-

indistinguibilidades que satisfagan los axiomas propuestos. 

Algunas de las medidas que deben tenerse en cuenta para tratar el 

concepto de información contenida en un conjunto borroso son la entropía o la 

especificidad de conjuntos borrosos. Otro problema abierto es estudiar y 

caracterizar con alguna expresión las diversas medidas de entropía que se 

encuentran en la literatura (ver apéndice 6.7) e intentar generalizar todas ellas 

de forma análoga al resultado obtenido en el capítulo tercero con las medidas de 

especificidad, es decir, mediante una expresión general definida con t-normas, 

t-conormas y negaciones. Asimismo queda abierto el problema de estudiar la 

236 Luis Garmendia Salvador 



Conclusiones y problemas abiertos 

relación que puedan tener ambas medidas en el contexto de la inferencia 

borrosa. 

En el cuarto capítulo se ofrece un novedoso método de calcular una -< -

medida borrosa de T-transitividad de relaciones borrosas midiendo la diferencia 

entre una relación borrosa y otra relación obtenida mediante un algoritmo cuya 

entrada es la relación borrosa y cuya salida es una relación borrosa T-transitiva. 

Podría utilizarse el conocido cierre T-transitivo, pero este trabajo propone un 

algoritmo diferente que ofrece una relación T-transitiva contenida en la relación 

original para cualquier t-norma. Se estudian las propiedades del nuevo 

algoritmo y se definen la medida de T-transitividad alta y la medida de T-

transitividad baja. 

Este estudio podría ser continuado mejorando el orden de la complejidad 

computacional del algoritmo y obteniendo nuevos algoritmos de T-

transitivización cuya salida ni contenga ni esté contenida en la relación 

original, o estudiando, a partir de una distancia entre relaciones borrosas, cual 

es la relación T-transitiva de distancia mínima a la relación original. 

En el apéndice se ha recopilado los conocimientos necesarios para la 

comprensión de esta memoria y especialmente se ha reflexionado sobre el 

concepto de medida. 
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La lógica clásica, la teoría de conjuntos clásica o la teoría de 

probabilidad pueden no ser adecuadas para tratar la imprecisión, la 

incertidumbre, la no especificidad, la vaguedad, la inconsistencia y la 

complejidad del mundo real. Esto motiva el nacimiento de los conjuntos difusos 

y las lógicas borrosas y explica su papel en la reestructuración de los 

fundamentos de las teorías científicas y sus aplicaciones, por lo que se están 

produciendo grandes avances tanto en áreas teóricas como en gran variedad de 

aplicaciones. 

La teoría de la probabilidad sólo es capaz de representar uno de los tipos 

de incertidumbre que se basa en la aleatoriedad, no en la imprecisión de la 

información. Lotfi A. Zadeh en 1965 escribe su artículo en el que introduce una 

teoría sobre unos objetos, los conjuntos difusos, que son conjuntos de frontera 

no precisa y cuya función de pertenencia indica un grado. En la esfera de los 

predicados subjetivos, y por tanto imprecisos, la teoría de conjuntos clásica se 

enfrenta con obstáculos difíciles de superar. 

Las lógicas borrosas necesitan generalizar las conectivas entre conjuntos 

borrosos. Los conectivos lógicos AND, OR y NOT, y las operaciones entre 

conjuntos intersección, unión y negación se generalizan respectivamente 

mediante normas triangulares, conormas triangulares y negaciones. 

Cuando se pretende utilizar las relaciones borrosas para efectuar 

inferencias de razonamiento aproximado de la forma 

Si X es P entonces y es Q 
xes P' 

yesQ' 

se puede utilizar la regla composicional de inferencia de Zadeh y, en el caso de 

un universo en discurso, se obtendrán consecuencias lógicas en el sentido 
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Tarski, pero se debe asegurar la propiedad de condicionalidad de la relación 

borrosa si queremos que se verifique el Modus Ponens Generalizado definido 

por£ . Trillas [Trillas & Cubillo; 1996]. 

Parece necesario estudiar las propiedades algebraicas de las relaciones 

borrosas. Las más utilizadas son la reflexividad, simetría y T-transitividad. Una 

relación borrosa con estas tres propiedades es una T-indistinguibilidad, que 

generaliza a una relación de equivalencia. Sus aplicaciones son diversas, como 

la comparación y la clasificación, y es utilizada también en el aprendizaje 

inductivo automático. Es interesante estudiar las indistinguibilidades como 

complemento o negación de distancias, aprovechando los conocimientos sobre 

espacios métricos y espacios métricos generalizados. 

Un tipo muy interesante de relaciones borrosas, casi siempre 

implicaciones lógicas, son los T-preórdenes, es decir, las relaciones reflexivas 

y T-transitivas. Su principal aplicación consiste en que un preorden define un 

operador de consecuencias en el sentido Tarski al aplicar la regla composicional 

de inferencia de Zadeh. Es fimdamental el estudio y manejo de las relaciones 

residuadas de una norma triangular T, que al mismo tiempo son T-preórdenes y 

una cota superior de las relaciones T-condicionales. 

Cuando una relación no cumple alguna propiedad deseable para su buena 

utilización se puede modificar lo menos posible de forma que verifique la 

propiedad deseada. Por ejemplo, se puede reflexivizar una relación transitiva 

para obtener un preorden o simetrizar un preorden para obtener una 

indistinguibilidad. Aparecen así conceptos nuevos como transitivización o 

como condicionalización de relaciones borrosas. 

En este capítulo "Apéndices" se pretende explicar de forma concisa 

todos aquellos conocimientos previos necesarios para poder comprender el resto 

del trabajo. 
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6.1. TERNAS LÓGICAS 

6.1.1 t-normas 

Según las aplicaciones se puede definir las operaciones de los conjuntos 

borrosos utilizando conectivos diferentes al mínimo, máximo y negación. Ya B. 

Schweizer y A. Sklar en "Statistical Metric Spaces", en 1960, trabajan las 

normas triangulares (o t-normas) mediante funciones generadoras, y observando 

sus propiedades, se comprueba que se pueden utilizar para generalizar la 

operación de intersección clásica así como las t-conormas para generalizar la 

unión clásica. 

Las t-normas se comportan como conjunciones por lo que son 

ampliamente utilizadas en lógica borrosa. Las utilizamos por ello en la 

definición de expresiones de las medidas de especificidad. Además las t-normas 

pueden ser utilizadas como generadoras de modus ponens. Los condicionales 

residuados asociados con cada una de las t-normas más importantes son bien 

conocidos. Por esto es preciso resumir en este apéndice sus propiedades más 

importantes. 

Definición 6.1.1: 

Una norma triangular (o brevemente una t-norma) es una operación 

binaria asociativa en [O, 1], T: [O, l]x[0, 1] —> [O, 1], que para todo x, y, z de 

[O, 1] satisface: 

TI) T(x, 1) =JC, (elemento neutro 1) 

T2) Si X > X', y > _y' entonces T(x, y) > T(x', y') (monotonía) 

T3) T(x, y) = TO, x) (simetría) 

T4) T(x, T(y,z)) = T(T(x,y), z) (asociatividad) 

lo que significa que es asociativa, conmutativa, no decreciente y con una 

condición de contorno. Puede visualizarse como una superficie sobre el 
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cuadrado unidad que contiene al segmento (0,1,0) (0,0,0), al segmento (0,0,0) 

(1,0,0) y al punto (1,1,1). Esta definición puede generalizarse a conjuntos di

arios utilizando la propiedad asociativa, y a conjuntos infinitos. Entre las t-

normas existe una relación de orden, y una.relación de predominancia. 

Las t-normas son muy utilizados en lógica borrosa para definir la 

intersección entre conjuntos borrosos, ya que generaliza la intersección clásica. 

Como operador lógico, son operadores que satisfacen la tabla lógica del 

conectivo lógico "y" (AND). 

Una t-norma es arquimediana si y sólo si es continua y T(x, x) < x, para 

todo X G ( 0 , 1 ) . Las t-normas producto y de Lukasiewicz son t-normas 

arquimedianas; la t-norma mínimo no lo es. 

Una t-norma arquimediana es estricta si y sólo si es estrictamente 

creciente en (O, 1) x (O, 1). La t-norma producto es estricta. La t-norma de 

Lukasiewicz no lo es. 

Una t-norma es positiva si para x>0 e ;^>0 se tiene que T(x, >')>0. La t-

norma mínimo y la t-norma producto son positivas. La t-norma de Lukasiewicz 

no lo es. 

Se pueden definir las t-normas axiomáticamente o mediante funciones 

generadoras [B. Schweizer y A. Sklar. Probabilistic Metric Space. 1983]. 

En 1826, N. H. Abel encontró con técnicas diferenciales la representación 

de funciones asociativas regulares como funciones F(x, y) que son generadas 

por otra función/de la forma F(x, y) -f'^(f{x) + / (y ) ) , 

B. Schweizer y A. Sklar definen las normas triangulares arquimedianas 

como generadas por funciones/: [O, 1] -> [O, oo], decrecientes, continuas, y con 

/(1)=0 de la forma 
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T(A:, y) =f^-'^iAx) +f(y)), dond^f^-'\x) = \ ^ ''^}T^ /-.m* 
[ / (x) si 0 < x < / ( 0 ) 

Por ejemplo,/(x) = -log(x) genera la t-norma producto, y/{x) = í-x 

genera la t-norma de Lukasiewicz. A la función / se le denomina generador 

aditivo de la t-norma T. Una norma triangular arquimediana es estricta si y sólo 

si la función que la genera verifica que/(O) = o», como por ejemplo, la t-norma 

producto, y en ese caso / ^'^^ es la función inversa de / Para t-normas 

arquimedianas no estrictas existe un único generador aditivo tal que /(O) = 1 

que se denomina generador aditivo normalizado. Existe un teorema de 

representación debido a Aczél-Ling. 

Muchos trabajos han tratado y tratan sobre el estudio de las t-normas 

buscando funciones generadoras o analizando sus propiedades. 

6.1.1.1 Familias de t-normas 

S i / : [O, 1] -^ [O, oo] es una función decreciente continua, y con/( l )=0 

entonces (po/ definido por/o(p(x) =/((p(x)), también lo es. Sea T una t-norma 

generada por una función / , entonces se llamará Tq, a la t-norma generada por 

/o(p, es decir, a la t-norma transformada de T por una función cp. La familia de t-

normas de una norma triangular T, denotada 3(T) , es el conjunto de t-normas 

transformadas de T por cualquier función (p: [O, 1] —> [O, 1] estrictamente 

creciente, continua en [O, 1] y tal que (p(0) = Oy(p(l) = l. 

Veamos a modo de ejemplo una pequeña contribución a las familias de t-

normas: 

Proposición 
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Sea (p una función definida de [O, 1] en [O, 1] estrictamente creciente, 

continua en [O, 1] y tal que (p(0) = Oy(p( l ) = l . Sea T una norma triangular 

generada por/ , entonces T(p se puede definir de la forma 

T<p(x.>')-(p-VT((p(x), (PO)) ) 

Demostración 

T(p es la t-norma generada por/ocp, luego 

T<p(x, y) = [/o(p] [ -1̂  (/b(p(x)+/o(pO;)) = cp ^ "^ío/t "̂ ^ (/b(p(x) +/o(p(y)) 

= (pt -i](^[ -U(/(cp(x)) +/((p(y)))) = (p - V ^ • 'V(9W) +/(9(y)))) 

= (p-^(T((p(x),(pO))) 

Por tanto si (p es una función estrictamente creciente y continua en [O, 1] 

tal que (p(0)=0 y (p(l)=l entonces podemos definir la t-norma: 

T^(x,y)= cp-VT(cp(x), (PO)) ) 

y se dice que es de la familia de T. 

La mayor t-norma es el mínimo: Mín, que es continua pero no es 

arquimediana, y es la única t-norma de su familia. Otras muy utilizadas son las 

de la familia del producto ZijProd) que son t-normas continuas, arquimedianas y 

estrictamente positivas, y las t-normas de la familia de Lukasiewicz 3(W) que 

son t-normas continuas y arquimedianas aunque no son estrictas y tampoco son 

positivas. Verifican que Min(x, y) > Prod(x, y) > W(x, y). 
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6.1.1.2 Suma ordinal 

Definición 6.1.2: 

Una t-norma T es una suma ordinal si existe un conjunto finito o 

infinito numerable de t-normas arquimedianas {Ti: ieJ} y un conjunto de 

intervalos disjuntos {(ai, bi): ie J} de [O, 1] tal que 

T(x, y) 
a , + ( b , - a O T i ( ^ , T ^ ) si(x,y)e [a , ,b j 

2 

1 1 I I 

Min(x,y) en otro caso 

Con esta definición puede probarse que las t-normas sumas ordinales son 

continuas, aunque no son arquimedianas por estar definidas en algunos 

intervalos por el mínimo, y tampoco son idempotentes, por estar definidas en 

otros intervalos por t-normas arquimedianas. 

Las únicas t-normas continuas son, bien la t-norma mínimo, bien de la 

familia de la t-norma del producto, bien de la familia de la t-norma de 

Lukasiewicz o bien una suma ordinal. 

6.1,2 t-conormas 

Las t-conormas, o conormas triangulares, son operadores S: 

[0,l]x[0,l]->[0,l] muy utilizados en lógica borrosa para definir las uniones 

entre conjuntos borrosos pues generalizan la unión clásica. Como operador 

lógico, son operadores que satisfacen la tabla lógica del conectivo "o", (OR). 

Se pueden definir las t-conormas a partir de las t-normas, 

axiomáticamente o mediante funciones generadoras [B. Schweizer y A. Sklar. 

Probabilistic Metric Space. 1983]. 
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Una operación S: [O, 1] x [O, 1] -^ [O, 1] en una t-conorma si T(x, y) -

l -S(l-x, l-> ') es una t-norma. 

Definición 6.1.3: 

Dada una t-norma T, se define la conorma dual de T como 

T*(x,>') = l - T ( l - x , 1-;;). 

La t-conorma dual del Mínimo es el Máximo, la dual del producto es la 

suma probabilística: Prod*(x, y) = x + y - xy. La t-conorma dual de Lukasiewicz 

es W*(jc, y) = Mín{l, x+>'}. 

Definición 6.1.4: 

Axiomáticamente se define una conorma triangular S: [O, 1] x [O, 1] —> 

[0,1], como un operador que satisface los cuatro axiomas siguientes. 

51) S(x, 0) = S(0, x) = X, para todo XG [0,1] 

52) Si X > x', 7 > y' entonces S(x, y) > S(x', y') (monotonía) 

53) S(x, ;;) = S(y, x) para todo x, ye [0,1] (simetría) 

54) S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z) para todo x, y, ze [0,1] (asociatividad) 

Una t-conorma es arquimediana si y sólo si es continua y S(x, x)>x, 

para todo xe(0, 1). Una t-conorma arquimediana es estricta si y sólo si es 

estrictamente creciente en (O, 1) x (O, 1). El máximo no es arquimediana, Prod* 

y W* si lo son. Prod* es una t-conorma arquimediana y estricta, y W* no es 

estricta. 

B. Schweizer y A. Sklar definen las conormas triangulares arquimedianas 

como las generadas por funciones g: [O, 1] -> [O, <»], crecientes, continuas, y 

con g{Q) == O de la forma 

^ipc, y) = g [-% (;.) + g (y», donde g ^-'\x) = f ^'^ '' '^ ^^^^, 
1 en el resto 
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Por ejemplo, g{x) - -log{\-x) genera la t-conorma dual del producto, y 

g{x)=x genera la t-conorma dual de Lukasiewicz. A la función g se le denomina 

generador aditivo de la conorma triangular S. Una conorma triangular 

arquimediana es estricta si y sólo si su generador aditivo verifica que g(\)-°°. 

Veamos una pequeña contribución propia a las familias de t-conormas: 

Proposición 6.1.2: 

Sea (p una función definida de [O, 1] en [O, 1] estrictamente creciente, 

continua en [O, 1] y tal que (p(0) = O y (p(l) = 1. Sea T una t-norma continua y 

sea T* su t-conorma dual. Si íp(l-x) = l-(p(x) entonces (T(p)* = (T*)(p. 

Demostración 

Por ser (p(l-x) = l-9(x) entonces 1-x - l-9((p"'(x) = (p(l-(p'^(x)) luego (p '^{\-x) 

- l-(p''(x). Por tanto: 

(T<p)*(x, y) = l-Tcp(l-x,l->;) = (p-'((p(l-T<p(l-x,l->^))) 

= (p -i((p(l-(p-^(T((p(l-x), (p(l-j))))) 

= (p -i(l-(p((p-\T((p(l-x), (p(l-J'))))) 

= (p -'(l-T(l-(p(x),l-cp(y))) = (T*)cp (X, ;;) 

6,1,3 Negaciones 

Las negaciones son operadores N: [O, 1] -> [O, 1] muy utilizados en 

lógica borrosa para definir tipos de complementos entre conjuntos borrosos que 

generalizan la negación clásica. Como operador lógico, son operadores que 

satisfacen la tabla lógica del "No", (NOT). 

Luis Garmendia Salvador 247 



Apéndices 

Definición 6.1.5: 

Una función N: [O, 1] -^ [O, 1] se define axiomáticamente como una 

negación si verifica los tres axiomas siguientes: 

N1)N(0)=1 

N2) N(1)=0 

N3) N es no creciente. 

Una negación es estricta si y sólo si es continua y estrictamente 

decreciente. Una negación es involutiva si y sólo si N(N(x)) = x para todo 

xG [0,1], es decir, si N=N "^ Se dice que una negación es una negación fuerte si 

es continua, estrictamente decreciente e involutiva. 

Sea (j): [O, 1] -> [O, 1] una función estrictamente creciente, continua en 

[O, 1], y tal que (p(0) = O y <p(l) = 1. Se denomina negación generada por (p a 

N(x) = (p-\l-(p(x)). 

S. Weber demuestra el siguiente resultado: Sea T una t-norma (continua) 

y sea N una negación, entonces S(x, j^) = N ~ \ T ( N ( X ) , N(y)) es una t-conorma 

(continua). 

Sea T una t-norma arquimediana (estricta) generada por / , entonces g = 

/oN genera una t-conorma arquimediana (estricta). Además/(O) = gil)-

Definición 6.1.6: Conorma dual de T respecto de la negación N 

Se define T* como la t-conorma dual de T respecto de la negación N si: 

T*(x,y)=N(T(N(x),N(y))) . 

248 Luis Garmendia Salvador 



Apéndices 

Las familias de conectivos lógicos más utilizadas son: 

Zadeh 

Yagerp 

Dombix 

l>0 

Weberx 

x>-i 

W 

Lukasiewicz: 

Weberx 

con X.=0 

Hamachery 

Y>0 

T(A:, y) 

Min(x,y) 

x.y 

l-Mm{{{\-xy+il-yyy";i) 

1 

1+ 
. ^ y . 

-\/x 

x + y- l + 2xy 

Max(x+y-l,0) 

xy 

y+(l-y)(x + y-xy) 

Generador 

aditivo 

-logix) 

{l-xf 

í^í 
j ln(l+Xx) 

ln(l+X) 

S(x, y) 

Max{x,y) 

x+y-xy 

Min{{x''+fy'W) 

1 

r 1 1 f ^ 
1+ c - - i / + r — ' / 

M¿n (jr+jj+Axy, 1) 

Mín{l, x+y} 

x + y-xy-(l-y)xy 

\-(\-)xy 

Generador 

aditivo 

-log{\-x) 

x" 

[^\ 
ln(l + Ax) 
In(l + X) 

y 1-x 

N(x) 

1-x 

( l - j t^ )"" 

1-x 

1-x 
l+hí 

1-x 

1-X 
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6.1.4 Familias de conectivos lógicos borrosos. 

Una familia de conectivos lógicos borrosos (T, S, N) está formada por 

una norma triangular T, una conorma triangular S y una negación N, y se 

denomina una terna de De Morgan o terna de Morgan cuando S es la t-

conorma dual de T respecto a la negación N. Se utilizan para generalizar las 

operaciones de intersección, unión y complementario. En el caso clásico los 

conectivos lógicos dotan al conjunto de partes de un conjunto de una estructura 

de álgebra de Boole, pero esta estructura no se consigue en el caso borroso. 

Hemos visto que la familia {Mín, Max, \-x} propuesta por Zadeh no 

verifica el tercio excluso y la no contradicción {Mín{x,'H{x)}^0; 

Máx{x,'i^{x)}^\), aunque verifica el resto de propiedades de un álgebra de 

Boole (como las leyes de Morgan). 

Es sencillo comprobar que la distributividad implica la ley de absorción, 

que a su vez implica la idempotencia. Las normas y conormas arquimedianas no 

son idempotentes, y las sumas ordinales tampoco, por lo que {Mín, Max, \-x} 

es la única familia continua que satisface la propiedad distributiva o modular. 

Por tanto la familia de Lukasiewicz con N(jc) = 1 — x no es distributiva aunque sí 

satisface la ley de no contradicción y el tercio excluso. Según las propiedades 

que interese que se verifiquen en las aplicaciones se elige una terna u otra. 
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6.2. RELACIONES BORROSAS 

6,2,1 Estructura relacional borrosa 

Entre los predicados graduados pertenecientes a una misma variable 

lingüística usualmente existe una relación de antonimia. De hecho los valores 

lingüísticos de muchas variables pueden generarse a partir de un par de 

predicados antónimos y una serie de modificadores. Por ejemplo, para la 

variable lingüística temperatura, los predicados frío y caliente pueden generar 

los valores helado, bastante frío, frío, bastante caliente, caliente, muy caliente 

generados mediante los modificadores muy y bastante. El uso de conectivos 

lógicos de conjunción, disyunción y negación permiten combinar estas etiquetas 

para obtener otras como templado = ni caliente ni frío. La importancia de las 

relaciones de antonimia entre predicados se manifiesta en la cantidad de 

conocimiento que se adquiere gracias a la existencia de predicados antónimos. 

Cuando se transmite información mediante alguno de estos conceptos se supone 

de forma implícita la existencia del contrario y de una posición intermedia. 

Zadeh al definir variable lingüística utilizó gramáticas generativas de tal forma 

que, a partir de ciertos operadores, todos los términos lingüísticos de la variable 

están dados. De la misma forma si se tiene una semántica asociada a los 

términos lingüísticos básicos mediante conjunto borrosos se tiene una semántica 

asociada a todos los términos lingüísticos válidos, sin más que asociar a dichos 

operadores operaciones adecuadas entre conjuntos borrosos. Sin embargo 

consideramos que la asignación de un significado a esos términos mediante 

conjuntos borrosos se realiza de otra forma, con base en los términos implícitos 

existentes cuando se realiza una predicación, constituyendo una jerarquía de 

varios niveles, cada uno de ellos presentando diferente granularidad. La clase 

de conjuntos borrosos de cada nivel se obtendrá como una partición borrosa del 
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universo compatible con una indistinguibilidad. Veamos como se definen estos 

conceptos. 

Sea X un conjunto clásico. Una relación borrosa (o difusa) es una 

aplicación R: XxX -^ [O, 1], es decir, una relación borrosa sobre X es un 

conjunto borroso sobre XxX. Al conjunto (X, R) formado por un conjunto 

borroso X y una relación borrosa R se le llama estructura relacional borrosa. 

Entre las relaciones más destacadas en la teoría de conjuntos clásica tenemos 

las relaciones de orden y las de equivalencia, luego las propiedades que nos 

interesará definir ahora son la reflexiva, simétrica, antisimétrica y transitiva. 

Como con las operaciones entre conjuntos tenemos también muchas 

posibilidades y formas diferentes de definirlas. 

Se dice que una relación borrosa es reflexiva si R(a, a) = 1 para todo 

aeX. Se dice que es simétrica si Ría, b) - R(¿>, d) para todo a, beX. Es 

sencillo probar que una relación borrosa es reflexiva si y sólo si las relaciones 

clásicas definidas por los subconjuntos de nivel de R son relaciones reflexivas. 

Lo mismo ocurre con la propiedad simétrica. 

Una relación borrosa que es reflexiva y simétrica se denomina relación 

de semejanza. Un ejemplo de una relación de semejanza puede ser la 

representada por la matriz: 

^ 1 0.3 0.7^ 

0.3 1 0.4 

0.7 0.4 1 

Se dice que una relación borrosa es a-reflexiva (reflexiva al menos en 

un cierto grado), si R(a, a) es siempre mayor o igual a un cierto valor a. 

Debemos ser más cautelosos en el momento de definir la transitividad 

pues si a está cerca de b, y b está cerca de c, ¿podemos siempre asegurar que a 

está cerca de c? Es de sobra conocido el comportamiento de los sinónimos 

respecto a la transitividad. 
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R transitiva = Si R(a, b) y R(6, c) entonces R(a, c) 

= R(a, b) A R(¿, c) < R(a, c) 

s R(tíí, c) > máx{min{R(a, x), R(x, c)}} 

Y generalizando se dice que una relación borrosa es T-transitiva (T es 

una t-norma) si: T(R(a, b), R(b, c)) < R(a, c) para todo a, b, c e X. Una de 

nuestras aportaciones ha sido trabajar en la búsqueda de algoritmos que hagan 

T-transitiva una relación. 

6.2,2 Cierre T-transitivo 

Es muy conocido el cierre T-transitivo R^ de una relación R, definido 

como la menor relación que contiene a R y que es T-transitiva. Se puede 

trabajar en la construcción de relaciones que consigan la T-transitividad de una 

relación dada R y estén contenidas en dicha relación. Un algoritmo es el 

siguiente: 

1) R' = R UMax (ROSUP-TR) 

2) Si R' 9̂  R entonces R := R' y volver a 1), y en otro caso terminar, y 

R ^ : = R ' . 

6,2.3 Preórdenes e indistinguibilidades 

Una relación borrosa que sea reflexiva y T-transitiva se denomina un T-

preorden. Una relación borrosa que sea reflexiva, simétrica y T-transitiva se 

dice que es una T-similaridad o una T-indístinguíbílídad. 

Los preórdenes, entre los que se encuentran las relaciones de 

implicación, son muy utilizados para realizar inferencias borrosas. La relación 

borrosa JA^: X X X -^ [O, 1] definida por: 
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JA^(a, b) = Sup{z: T(A(«), z) < A(b)}, 

es un T-preorden. 

Las indistinguibilidades generalizan a las relaciones de equivalencia 

clásicas y se utilizan para definir valores de "similitud" o distancias 

generalizadas. Se puede definir partición borrosa y considerar la noción de 

compatibilidad de una partición respecto una T-indistinguibilidad. 

6.3. LÓGICAS BORROSAS 

La utilización usual del término "lógica borrosa" está ligado a una 

semántica de muy amplio espectro que es entendida básicamente como 

sinónimo de todo aquello que arranca del trabajo de Zadeh sobre conjuntos 

borrosos. 

La lógica se ocupa de hacer inferencias verdaderas a partir de otras 

verdades. Como ciencia que estudia el razonamiento aproximado la lógica 

borrosa ha proporcionado un cálculo para las consecuencias imprecisas, 

resultado de gestionar convenientemente la vaguedad de las premisas y, en 

ocasiones, la fuerza de la implicación. Tanto la vaguedad de las premisas como 

la credibilidad de la conclusión se representan frecuentemente en términos de 

grados de verdad. La noción de grado de verdad puede interpretarse como una 

verdad parcial o como utilidad, esto es, una creencia subjetiva que tiene el 

agente en la verdad de esa proposición. Pero ahora nuestro grado de verdad no 

es sólo falso (0) o cierto (1) sino que puede haber grados. Se tiene por tanto que 

definir que se entiende por "premisa", "consecuencia" y "conjetura". 

Uno de los problemas de la lógica borrosa es el tratamiento de la 

inferencia con información imprecisa y, en particular, el de la obtención de 

modelos para los enunciados condicionales, es decir, los del tipo: "Si x es A 

entonces y es B", donde x Q y son elementos del universo y A y B son 
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predicados vagos sobre el mismo. Con este fín se han definido operadores a 

partir de conceptos análogos de las lógicas bivaluada y multivaluada. 

Un método de razonamiento borroso es un procedimiento de inferencia 

que deriva conclusiones entre un conjunto de reglas borrosas y un ejemplo. Para 

ello se tiene en cuenta el grado de compatibilidad, el grado de asociación, la 

función de ponderación, el grado de clasificación del ejemplo en cada una de 

las clases y la clasificación. 

Es pues muy necesario proveer de teorías sobre las formas adecuadas de 

realizar estas inferencias, y de obtener consecuencias desde un conjunto de 

reglas dado. 

6,3.1 Operador de consecuencias 

Sea E un conjunto cuyos elementos representan objetos lógicos, o 

proposiciones, y se parte de un conjunto de premisas V que será un subconjunto 

de E distinto del vacío. En este sentido Alfred Tarski axiomatizó la idea de 

"consecuencia" lógica a través de lo que se denomina un operador de 

consecuencias C, que es una aplicación de <E>(E) en ^(E) que verifica: 

1) V d C(V) para todo Ve<I>(E) (las mismas premisas son consecuencias) 

2) Si Vic:V2 entonces C(Vi)cC(V2) (a más premisas no menos 

consecuencias) 

3) C(V)= C(C(V)) (se deducen todas las consecuencias posibles) 

Luego, partiendo de un conjunto de premisas, mediante los operadores de 

consecuencias se obtiene el conjunto de consecuencias que puede deducirse por 

algún método adecuado. La primera propiedad nos dice que cada premisa puede 

considerarse una consecuencia, la segunda asegura la monotonía en el sentido 

de que al aumentar el número de premisas se aumenta el número de 

consecuencias, y la tercera dice que una vez halladas "todas" las consecuencias, 

ya no hay más consecuencias, pues C^=C. Una lógica, según la idea tarskiana. 
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no es otra cosa que un conjunto de proposiciones provisto de un operador de 

consecuencias. 

6.3.2 Condicional lógico 

Se define un condicional lógico respecto de V como una relación 

borrosa R que satisfaga la regla del modus ponens: si a e V y si R(a, b), 

entonces beV, es decir la relación transmite el carácter de "verdad". Sea V una 

premisa o subconjunto borroso de E, y sea R una relación borrosa sobre E, se 

define CR(V) al conjunto de elementos de E tal que existe un ae V y R(a,x) que 

verifique los axiomas de operador de consecuencias. 

Una relación de preorden clásica genera un operador de consecuencias, y 

si C es un operador de consecuencias sobre E, la relación R definida sobre E 

por oRb <í=̂  beC(a) es un preorden. ¿Qué ocurre si se utilizan preórdenes 

borrosos? Pues si R es un T-preorden, con T una t-norma positiva, (es decir, 

x>0, y>0 =í> T(x, y) > 0) el operador definido por CR(V)={¿eE; R(a, b) > O, 

para algún ae V} es un operador de consecuencias en E. Se observa que el Mín 

y las t-normas de la familia del Prod son t-normas positivas y sin embargo la 

familia de las t-normas de Lukasiewicz no lo son. 

6.3.3 T-estados lógicos 

Dado una estructura relacional borrosa (E, R) y una t-norma T sea 

T(E,R)={¡xe[0,l]^: T(|Li(a), R(a, b)) < }x(¿), \/a, ¿ G E } el conjunto de T-estados 

lógicos de (E, R), es decir, los conjuntos borrosos sobre E que verifican el 

modus ponens. 
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6.4. PROPIEDAD DE IL-T-CONDICIONALIDAD 

Se pretende generalizar el condicional clásico, cuando éste utiliza la 

regla del modus ponens. Para ello se observa cómo se comporta el condicional 

clásico. Se parte de dos conjuntos Ei, Ea y se denomina E al conjunto E1UE2. 

Se considera un subconjunto V de E (elementos verdaderos). 

Definición 6.4.1: 

La relación RcEixEa es un V-condicional clásico si para todo a de Ei y b 

de E2 se verifica que si aeV, y (a, b)eR, entonces bGV. Si se hace uso de las 

funciones características, se expresa: Si (pv(a)=l y cpR(a, b)=l entonces (pv(b)=l, 

que dicho de otra forma: 

min{(pv(a), (pR(a, b)} < 9v(b) 

Por tanto, al intentar generalizar el concepto de condicional clásico (con 

la regla del modus ponens) se debe disponer de: 

1) Unas proposiciones borrosas "a es P", "b es Q" que se describen 

mediante los subconjuntos borrosos |ip: E i ^ [ 0 , 1] y )IQ: E2—>[0, 1] 

2) Una relación condicional borrosa R que represente a "Si a es P 

entonces b es Q", Luego R: EixE2^[0, 1], que habitualmente se 

define como R(a, b) = Rji(|ip(a), |iQ(b)) siendo R(i. una relación 

numérica de [O, 1] x [O, 1] -^ [O, 1]. Son las relaciones usualmente 

denominadas de implicación (Klir & Yuan; 1995), (Trillas y otros; 

1995). 

3) Es preciso disponer también de una regla de inferencia, esto es de un 

procedimiento que permita obtener "verdades" de otras "verdades". 

La regla de inferencia que generaliza el Modus Ponens (Trillas & 
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Valverde; 1985; 1985 b) es una función de T de [O, 1] x [O, 1] en [O, 

1] que debe cumplir las siguientes propiedades: 

(a) T(x, x-^y)<y, donde -^ es un condicional. O utilizando las 

cotas inferiores: Sup{z: T(x, z) < y}. 

(b)T(l , 1) =1. En la práctica los operadores T se representan 

mediante una norma triangular. 

(c) O se sugieren otras posibles propiedades, como la monotonía 

respecto de la primera variable. 

Los condicionales borrosos son por tanto relaciones borrosas que 

verifican una determinadas reglas, con las que generalizan al condicional 

clásico. 

Definición 6.4.2: 

La definición de Enríe Trillas de la propiedad de |i-T-condicionalidad 

[Trillas; 1993] es la siguiente: 

Sean Ei, E2 dos conjuntos y se denomina E al conjunto E1UE2. Sea T una 

t-norma continua y sea |i: E —» [O, 1] un conjunto borroso. Se dice que una 

relación borrosa R: E1XE2 -> [O, 1] es (\Lp, p,Q)-T-condicional si y sólo si 

T(¡j.p(a), R(a, b)) < \iq(h) para todo (a, b) en EjXE2. 

También se dice que (jip, |Í.Q) es un T-estado lógico para la estructura 

relacional (E1XE2, R), o que (jj,?, |J,Q) verifica el modus ponens respecto de T en 

(E1XE2, R ) . 
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Definición 6.4.3: Tj/^ 

Sea T una t-norma continua, R una relación borrosa y p, un subconjunto 

borroso de EjXEj. Se denomina Tj^^ a la relación borrosa sobre EjXEj —> [O, 1] 

definida por: 

V (a, b) = T(|x(a), R(a, b)). 

T 
Definición 6.4.4: J^ 

Sea T una t-norma continua y ji un subconjunto borroso de EjXEj. Se 

denomina la relación borrosa Jn^(a, b) en cada punto de E1XE2 definida como 

J^((i(a), ^.(b)), donde J^ es la operación residuada de la t-norma T, definida por 

J^(x,y) = Sup{z :T(x , z )<y} . 

6.5, OPERADORES DE IMPLICA CION 

A la hora de buscar generalizaciones las posibilidades son múltiples, 

pero debe mantenerse siempre que, al aplicar el nuevo concepto al caso límite 

de valores de pertenencia O o 1 el resultado coincida con el dado por el 

concepto original. Para representar enunciados condicionales los operadores de 

implicación deben buscarse entre aquellos que verifiquen los de la implicación 

lógica clásica. Por tanto los operadores de implicación generalizan la 

implicación lógica clásica, cuya tabla de verdad es 
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a 

1 

1 

0 

0 

b 

1 

0 

1 

0 

a=^b 

1 

0 

1 

1 

y una vez añadidas unas condiciones de monotonía propias del cálculo 

preposicional clásico. Puede definirse como: 

a=^b sa'+b = b+(a'.b') = a'+a.b. 

Siguiendo esta idea se puede definir la implicación borrosa como: 

a 

0 

0 

1 

1 

b 

0 

1 

0 

1 

a'+b 

1 

1 

0 

1 

a-b 

0 

0 

0 

1 

b 

0 

1 

0 

1 

a-b+a'-b' 

1 

0 

0 

1 

a'-b 

0 

1 

0 

0 

a'-b' 

1 

0 

0 

0 

a' 

1 

1 

0 

0 

sin más que imponer que si la primera proposición es cierta y la segunda falsa 

entonces la implicación debe ser falsa. Pero también es interesante imponer que 

si ambas proposiciones son ciertas, la implicación debe ser cierta, con lo que 

nos quedamos únicamente con cuatro posibilidades: a'+b, a-b, b, a-b+a'-b'. La 

primera posibilidad, a la que se llama implicación material, es la misma que se 

deduce de la tabla de la implicación lógica clásica. Recordemos que • puede ser 

cualquier t-norma, + cualquier t-conorma y ' cualquier negación, según la terna 

de Morgan elegida. Cuando • es el mínimo la implicación se denomina de 

Mamdani y es la más utilizada en control. También se usa mucho en control con 

260 Luis Garmendia Salvador 



Apéndices 

buenos resultados la segunda: a-b, sustituyendo • además de por el mínimo, por 

otras t-normas. La tercera indica que al menos la implicación tenga el mismo 

valor de verdad que la segunda proposición. La cuarta es la equivalencia lógica, 

o doble implicación. Cada una de estas cuatro posibles implicaciones lógicas 

tienen propiedades diferentes y puede ser interesantes unas u otras según las 

aplicaciones. 

En un Álgebra de Boole (B, +, •, ') se dice que una operación ->: 

B x B ^ B es una implicación si, para todo x, y enB es x-{x-^y)<y, desigualdad 

que es equivalente 2L x ^ y < x'+y. Por tanto, la implicación material no es la 

única implicación, pero sí la mayor de todas. En la tabla anterior hemos visto 

que podemos tener seis funciones booleanas que cumplen dicha condición. 

Los principales operadores de implicación son: 

6,5A Implicación residuada 

Definición 6.5.1: 

Se define la implicación residuada de una t-norma continua T, y se 

denota J^, a la aplicación: J^: [O, 1] x [O, 1] ^ [O, 1] tal que: 

f{x, y) = Sup {z'. T{x, z) <y}. 

Dado un conjunto borroso sobre un universo entonces: 

f l si x< y 
es un Mzw-preorden borroso 

y si x> y 

r°\x,y)^MÍn{\,ylx) es un ProJ-preorden borroso 

J^(x, y)~Mín{\, l-x+y) es un W-preorden borroso 
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Se tienen pues tres familias de implicaciones lógicas borrosas que se 

deben estudiar. Cada una de ellas tiene sus ventajas e inconvenientes, por lo 

que en los sistemas expertos se utilizan una u otra según la conveniencia. Por 

ejemplo en un álgebra de Boole de probabilidades funciona bien la t-norma de 

Lukasiewicz. 

6,5.2 S-Implicación 

Dada una t-conorma S y una negación N, se define una operación de S-

implicación como l{x, y) - S(N(x), y). Observamos que es una generalización de 

la implicación definida por x '+y. 

Observamos que el concepto de implicación borroso no está 

unívocamente determinado. Además podemos generalizar también los 

conectivos lógicos y obtener nuevos tipo de implicación como: 

6,5.3 QM-Implicación 

Dada una t-norma continua T, una S-conorma continua S y una negación 

N, se define una operación de QM-implicación como l{x, y) - S(N(x), T(x, y)) 

que es la forma de generalizar la expresión: x'+x.y. 

6»5,4 Regla composicional de inferencia 

Dado una estructura relacional borrosa (E, R) y una t-norma T se 

denomina transformada lógica sobre (E, R) a LR^: [O, 1] -> [O, 1] definida por: 
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W-m{b) = 5«/;«eET(|i(a), R(fl, b)) 

La transformada lógica es la aplicación de la regla composicional de 

inferencia de Zadeh y se utiliza para efectuar razonamiento aproximado de la 

forma 

^ix es P entonces y es Q 

xesP' 

y es Q' 

S. Cubillo demuestra en su memoria de doctorado los siguientes 

resultados para relaciones borrosas R reflexivas: 

| L I C L R ^ : [ | I ] 

)Xi c ji2 => L(^ii) c L(|i2) 

\ie T(E,R) ^ L()i) = 1̂ 

Si R es un T-preorden y T es una t-norma continua entonces L(L(ji)) = 

L(|x) y, por tanto, LR^ es un operador de consecuencias. 

6.6. ESPACIOS MÉTRICOS GENERALIZADOS 

Definición 6.6.1: 

Se define un espacio métrico generalizado como (E, p, m) donde: 

• E es un conjunto, 

• ^ = (A, S, <, e) es un semigrupo conmutativo y ordenado con 

elemento neutro e, y 

• m es una S-distancia generalizada, es decir, aplicación m: ExE—>A 

tal que: 
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1) m{a, á)-e para todo ae E 

2) m{a, c) < S(m(a, b), m(b, c)) para todo a, b, c e E (S-

desigualdad triangular) 

Sea T* la t-conorma dual de la t-norma T definida por T*(x, y) -

l -T ( l -x , l-^'). Dada una estructura relacional (E, J) donde J es un T-preorden 

borroso, la función dj{a, b) - \ — J(a, b) es una T*-distancia generalizada en el 

espacio métrico generalizado (E, ([0,1], T*, < 0), dj), y se denomina distancia 

lógica generalizada. [Trillas «& Alsina & Terricabras, 1995] (Introducción a la 

lógica borrosa. Enric Trillas, Claudi Alsina, Josep-Maria Terricabras. Editorial 

Ariel Matemática. 1995, Teorema 6.3.12. pag 211.). 

Sea 3*=([0, 1], T*, <, 0) un semigrupo conmutativo ordenado con 

elemento neutro 0. Los operadores residuales J^ son T-preordenes en la 

estructura relacional ([0,1], J^), es decir, 

1) J^(x, x)=l (J^ es reflexiva) 

2) T(J^(x, y), f{y, z))<j'^(x, z) (J^ es T-transitiva) 

de lo cual se deduce que 

1) 1 - J'̂ (x, x) = O (1) 

2) T*(l - f{x, y), 1 - fiy, z) ) > 1 - f{x, z) (2) 

Por lo tanto 1-Ĵ  es una T*-distancia generalizada en el espacio métrico 

generalizado ([0,1], 3 * , 1-J^). 
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6.7. INTRODUCCIÓN AL CONCEPTO DE 

MEDIDA BORROSA 

6.ZL INTRODUCCIÓN 

El concepto de medida es uno de los más importantes en el mundo de las 

Matemáticas, así como el concepto de integral respecto de una medida. La 

principal característica de las medidas clásicas es la propiedad aditiva, que 

puede ser muy efectiva y conveniente en ciertas aplicaciones, pero también 

puede resultar demasiado inflexible y rígida en otros contextos en los que puede 

ser útil definir medidas no aditivas (o medidas difusa) que ya se han aplicado en 

una amplia gama de disciplinas como la teoría de subconjuntos borrosos, 

inteligencia artificial, teoría de juegos, teoría de la decisión, psicología o 

economía, y es uno de los campos matemáticos donde queda mucho por 

explorar y que tiene muchísimas aplicaciones potenciales. El concepto de 

medida borrosa (o de medida difusa) aún puede generalizarse más si se pretende 

medir una cualidad o una característica que no esté directamente relacionada 

con la inclusión conjuntista, pero de la que sí se pueda afirmar que "x tiene esa 

cualidad menos que y", es decir, se tiene una relación de preorden. 

El término integral borrosa (o integral difusa) se emplea para integrales 

respecto a medidas borrosas. Se han desarrollado varias propuestas de 

integrales borrosascomo la de Gustave Chaquet de 1974. Otros conceptos de 

integral borrosa han sido utilizados en diferentes áreas de conocimiento, por 

ejemplo la desarrollada por Michio Sugeno en 1974 en el área de la teoría de los 

subconjuntos borrosos o como la desarrollada por David Schmeidler en 1982 en 

el área de la teoría de la decisión. La integral de Choquet fue propuesta por 

primera vez para la teoría de subconjuntos borrosos por Ulrich Hollé en 1982 
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en los ''Proceedings of IFAC Symposium on Theory and Application of Digital 

ControV. 

Preliminares 

Un espacio medible es una pareja (X, p) donde X es un conjunto y p 

es una a-álgebra o conjunto de subconjuntos de X tal que: 

1. X e p . 

2. Sea A un subconjunto de X. Si Ae ^entonces su complementario 

A ' e p . 

3. Si An€ p entonces [JA^^ e p. 
n=l 

Cuando X es el conjunto de los números reales, y p es la a-álgebra que 

contiene a los subconjuntos abiertos se dice que p es la a-álgebra de Borel, y 

se la denota por B. 

Observación: 

En el concepto clásico de medida se considera ^ c { 0 , 1}^ un 

subconjunto de partes de X. Pero también de forma análoga se puede denotar 

como 3 a un subconjunto de conjuntos borrosos de X, 3 Q [ 0 , 1]^, que verifique 

las propiedades necesarias para que ([O, 1]^, 3 ) sea un espacio medible. 

6.7.2. MEDIDAS ADITIVAS 

Definición 6.7.2.1: 

Sea (X, p) un espacio medible. Una función m: p~^ [O, o=) es una 

medida a-aditiva si: 
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1. m(0) = O. 

2. Si An, n = 1, 2, ... es una colección de subconjuntos disjuntos que 

pertenecen a p entonces 

n^(ÜA„)=£m(A„) 
n=l n=l 

A esta última propiedad se le denomina a-aditividad. Cuando sólo se 

requiere la propiedad a-aditiva para un conjunto finito de subconjuntos An, 

entonces a esta propiedad se le denomina aditívidad. 

Ejemplo 1: Probabilidad 

Un espacio probabilistico es una terna (X, p, p) donde la probabilidad 

p es una medida a-aditiva tal que p(X)=l y p(A)=l-P(A') para todo 

subconjunto Aep. Las medidas de probabilidad p sobre (R, B) pueden ser 

definidas en términos de su función de densidad (o función de masa), que es 

una función f: R—>[0,oc) tal que í f(x) dx= 1 (o en el caso discreto Sp(xi)=l). 

Ejemplo 2: Medidas de Lebesgue 

Las medidas definidas por Henry Lebesgue datan del 1900 y constituyen 

una de las piedras angulares de las Matemáticas del siglo XX. 

Pretenden generalizar el concepto de longitud de un segmento. En un 

segmento se tiene que: 

n n 

Si [c, d] (Z \J [úi, bi) entonces d - c< ^ ( 6 / -a¡) 

Medida exterior de Lebesgue 
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Sea A un subconjunto de la recta real. Se consideran todas las familias 

numerables posibles de intervalos semiabiertos y semicerrados tales que 

{[aubi): zeN, Acu[a¿, bí), b-ai<e, V/}. Se llama medida exterior de Lebesgue 

"O n 

a L (A) = inf ^ ( ¿ / -a¿) tales que A c | J [a,-, 6¡] 

• Si A es un intervalo entonces su medida exterior de Lebesgue es la 

longitud del intervalo 

• La medida exterior de Lebesgue del conjunto vacío es cero 

• Si un conjunto está contenido en otro su medida exterior de Lebesgue 

es menor que la del otro. 

oo 

. L{{JA,)<Jl{A,) 
neN i=l 

• Si A es un subconjunto de la recta real entonces L(A) = inf{Z.(U): 

U3A, U abierto}, es decir, la medida exterior de Lebesgue viene 

aproximada por la medida exterior de Lebesgue de los abiertos que 

contienen al conjunto. 

Medida interior de Lebesgue 

Si A es un subconjunto de la recta real se llama medida interior de 

Lebesgue a 

L(A) = sup {£,(K): KcA, K compacto} 

• Si A es un intervalo entonces su medida interior de Lebesgue es la 

longitud del intervalo 

• La medida interior de Lebesgue de un conjunto es siempre menor o 

igual que su medida exterior de Lebesgue 
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Medida de Lebesgue 

Un conjunto A se dice medible según Lebesgue cuando coinciden su 

medida interior y exterior de Lebesgue. 

• Los conjuntos compactos son medibles según Lebesgue 

• Los conjuntos abiertos son medibles según Lebesgue 

• Sea A es un subconjunto de la recta real. A es medible según 

Lebesgue si y sólo si para todo £>0 existe un abierto U y un cerrado 

F tal que U3Az)F, y la medida de Lebesgue de U/F es menor que 8. 

• El vacío y 9t son medibles Lebesgue 

• Si A es medible su complementario también lo es 

• Si A y B son medibles entonces la unión, la intersección, la 

diferencia también lo son 

La medida de Lebesgue L es una medida a-aditiva pues verifica que: 

Si An, n = 1, 2, ... es una colección de subconjuntos disjuntos que 

pertenecen a p entonces 

L(ÜA„)-IL(AJ 
n=I n=l 

6,7.3 MEDIDAS NORMALES 

Definición 6.7.3.1: 

Sea (X, p ) un espacio medible. Una medida m: p—^ [O, 1] es una 

medida normal si existen un subconjunto minimal Ao y otro maximal Am de p 

tal que: 

1. m(Ao) = 0. 
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2. m(Am) = l . 

Ejemplo 

Las medidas de probabilidad sobre un espacio (X, p) son medidas 

normales con Ao=0 y Am=X. Las medidas de Lebesgue no son necesariamente 

normales. 

6.7.4 MEDIDAS CONVERGENTES DE SUGENO 

Definición 6.7.4.1: 

Sea p una a-álgebra sobre un universo X. Una medida borrosa según 

Sugeno g: p—> [O, 1] es una función que verifica las siguientes propiedades: 

1. g (0) = O , g ( X ) = l . 

2. Dados A, Be p , si AcB entonces g(A)<g(B). 

3. Si An€ p y A1CA2C... entonces limg(Aii) =̂  g( liinA„ ) 

A esta última propiedad se la denomina convergencia de Sugeno. 

Las medidas de Sugeno [Murofushi and Sugeno; 1989, pp. 201] son 

monótonas y su principal característica es que no imponen la propiedad aditiva. 

Banon [1981] muestra que varias medidas sobre álgebras finitas como la 

probabilidad, las funciones de credibilidad o las medidas de plausibilidad son 

medidas borrosas según Sugeno. 

Zadeh [1978] introduce el concepto de distribución de posibilidad y la 

noción de medida de posibilidad, que son un tipo de medidas borrosas según 

Sugeno. 
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Ejemplo 3: Teoría de la evidencia. 

La teoría de la evidencia se basa en dos medida duales no aditivas: las 

medidas de credibilidad y las medidas de plausibilidad. 

Definición 6.7.4.2: 

Dado un espacio medible (X, p), una medida de credibilidad (en 

inglés, belief measuré) es una función Cred: p—^[Q, 1] tal que 

1. Cred(0) = O. 

2. Cred(X) = l . 

3. Cred(AuB) > Cred(A) + Cred(B). 

A esta última propiedad se le denomina superaditividad. Cuando X es 

infinito se requiere la continuidad superior de la función Cred. Para cada Ae p 

se puede interpretar Cred(A) como el grado de credibilidad de que un cierto 

elemento pertenezca al conjunto A. 

De la definición de medida de credibilidad se deduce el siguiente 

resultado: 

Cred(A) + Cred(A') < 1. 

Para cada medida de credibilidad se puede definir su medida dual de 

plausibilidad, que se define como: 

P1(A) = 1 - Cred(A'). 

Definición 6.7.4.2: 

Dado un espacio medible (X, p) una medida de plausibilidad es una 

función Pl: p ->[0 , 1] tal que 

1. P1(0) = O. 
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2. P1(X) = 1. 

3. Pl(AuB) < P1(A) + P1(B). 

A esta última propiedad se le denomina subaditividad. Cuando X es 

infinito se requiere la continuidad inferior de la función Pl. Las medidas de 

plausibilidad verifican que: 

P1(A) + Pl(A') > 1. 

Las medidas de credibilidad y plausibilidad están definidas por una 

función m: p ^ [ 0 , 1] tal que m(0 ) = O y ] ^ m(A)= 1 donde m representa la 
ABp 

proporción que muestra una determinada evidencia de que un cierto elemento 

de X pertenezca a un subconjunto A. 

Nota: 

La medida exterior de Lebesgue es una medida subaditiva, que no 

verifica que Í.(X) = 1. La medida interior de Lebesgue es una medida 

superaditiva que no verifica que L (X) = 1. 

Ejemplo 4: Teoría de la Posibilidad 

La teoría de la posibilidad es una rama de la teoría de la evidencia donde 

a las medidas de plausibilidad se les impone la condición de que Pl(AuB) = 

max{Pl(A), P1(B)} en cuyo caso se les denomina medidas de posibilidad. A las 

medidas de credibilidad se les impone la condición de que Cred(AnB) ~ 

min{Cred(A), Cred(B)} y se les denomina medidas de necesidad. 

Definición 6.7.4.3: [Zadeh; 1978, Higashi & Klir; 1983] 

Sea (X, p) un espacio medible. Una medida de posibilidad es una 

función ri: ^ - ^ [ 0 , 1] que verifica las siguientes propiedades: 
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1. n(0) = o, n(X) = i. 

2. AcB ^ n(A)< n(B) 

3. n ( ( J A J ) = sup {n(Ai)} dado un conjunto de índices I. 
iel k l 

Se observa que una medida de posibilidad es normal y tiene la propiedad 

de la subaditividad. 

Definición 6.7.4.5: 

Sea (X, p) un espacio medible. Una medida de necesidad es una 

función Nec: ^ - ^ [ 0 , 1] que verifica las siguientes propiedades: 

1. Nec(0) = O, Nec(X) = 1. 

2. A c B => Nec(A)< Nec(B) 

3. Nec( n A j ) = inf {Nec(Ai)} dado un conjunto I. 
* * ií=T Í€l 
l€ l 

Nota 

Como las medidas de posibilidad son medidas de plausibilidad y las 

medidas de necesidad son medidas de credibilidad, se verifica que: 

1. n(A) + n ( A ' ) > 1. 

2. Nec(A)+Nec(A' )< 1. 

3. Nec(A) = 1 - n (A ' ) . 

4. max{n(A), n(A' )} = 1. 

5. min{Nec(A), Nec(A')} = 0. 

6. N e c ( A ) > 0 = » n ( A ) = 1. 

7. n(A) < 1 =» Nec(A) = 0. 
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La teoría de posibilidad se formula también sobre subconjuntos borrosos 

donde p es una familia de subconjuntos borrosos de X que verifican las 

propiedades indicadas. 

De forma análoga a que una medida de probabilidad viene definida 

mediante una función de masa o una función de densidad, una medida de 

posibilidad viene definida por una función o distribución de posibilidad f: 

X—> [O, 1] de la siguiente forma: 

n(A) = sup {f(x)} para todo AcX 
xeA 

La distribución de posibilidad f se define como: 

f(x) = n({x}) para todo x e X. 

Nota: 

Una medida de posibilidad no es siempre una medida borrosa de Sugeno 

[Puri & Ralescu 1982]. Sin embargo una distribución de posibilidad normal 

sobre un universo finito X es una medida borrosa de Sugeno. 

Ejemplo de medida de posibilidad 

Sea X = {O, 1, ..., 10} el conjunto de posibles resultados en un examen, y 

sea la distribución de posibilidad f(x) = n({x}) = la posibilidad de que x sea 

una calificación cercana al sobresaliente, definida por: 

X 

n({x})=f(x) 

0 

0 

1 

0 

2 

0 

3 

0 

4 

0 

5 

0.1 

6 

0.2 

7 

0.5 

8 

0.7 

9 

1 

10 

1 

Sea n(A) la posibilidad de que A contenga alguna calificación cercana al 

sobresaliente, definida por 
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n(A) = supn({x}) = supf(x) 
xeA xeA 

Se observa que E n({x}) > 1. 

Si A = {5, 6, 8} entonces: 

n(A) = supf(x) = sup {f(5), f(6), f(8)} = sup {0.1, 0.2, 0.7} = 0.7. 
X€A 

Teoría de posibilidad versus teoría de probabilidades 

La teoría de posibilidad propuesta por Zadeh es una forma de tratar la 

incertidumbre alternativa a la teoría de probabilidades que permite tratar 

contextos más amplios que las álgebras booleanas de la teoría de 

probabilidades. 

La teoría de posibilidad se basa en la imprecisión, intrínseca por ejemplo 

en los lenguajes naturales, mientras que la teoría de probabilidades se basa en la 

aleatoriedad. 

En teoría de posibilidad se tratan proposiciones de la forma 'X es A', 

donde X es el nombre de un objeto, una variable o una proposición y A es el 

conjunto borroso que representa, por ejemplo, 'joven' o 'grande'. En la 

proposición 'Antonio es joven', Antonio es un objeto del conjunto X, y en la 

proposición 'x es un entero grande', x es el nombre de una variable del conjunto 

X. 

Ejemplo 5: [Zadeh; 1978] 

Considérese la proposición 'Antonio se toma x tostadas para desayunar', 

donde x toma valores de X = {1, 2, . . . . } . A la variable x se le puede asociar 

tanto una distribución de posibilidad como una distribución de probabilidad. La 

distribución de posibilidad se puede interpretar como un grado de que sea 

posible que Antonio se coma x tostadas, mientras que la distribución de 
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probabilidad se determina tras estudiar cuantas tostadas se come Antonio 

durante, por ejemplo, cien días. 

Las distribuciones de posibilidad y probabilidad podrían ser las 

siguientes: 

X 

n({x}) 

P({x}) 

1 

1 

0.1 

2 

1 

0.8 

3 

1 

0.1 

4 

1 

0 

5 

0.8 

0 

6 

0.6 

0 

7 

0.4 

0 

8 

0,2 

0 

Obsérvese que la distribución de posibilidad no tiene la restricción de las 

funciones de masa estadísticas de que la suma de la distribución de los 

elementos de X sea uno. La probabilidad se encuentra con dificultades técnicas 

a la hora de que se tuviese una distribución uniforme sobre un espacio muestral 

infinito, por ejemplo [O, <>=), pues su función de densidad debe verificar 

que j f (x )dx= 1, mientras que una distribución de posibilidad reflejaría sin 

problemas que todos los puntos de [O, °^) fuesen igualmente posibles. 

Zadeh [1978] sostiene en su principio de consistencia 

posibilidad/probabilidad que un evento que no sea posible tampoco debe ser 

probable, aunque un evento altamente posible no es necesariamente altamente 

probable. 

Otro enfoque relativo al concepto de posibilidad es contemplado en la 

teoría de la evidencia de Shafer [1976] en que la probabilidad de un elemento o 

conjunto está relacionada con la de su contrario. La teoría de Shafer es de 

naturaleza probabilística, pero contempla el concepto de 'probabilidad alta' y 

'probabilidad baja' que están relacionadas con las medidas de posibilidad y 

necesidad en el sentido de que para todo suceso A se tiene que Nec(A) < P(A) < 

n(A). 
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En resumen, la teoría de subconjuntos borrosos, la teoría de posibilidad y 

la teoría de probabilidad no son mutuamente excluyentes, sino que se 

complementan unas a otras. Las teorías de posibilidad y probabilidad se definen 

sobre unas estructuras y operaciones determinadas, mientras que la teoría de 

subconjuntos borrosos ofrece la posibilidad de utilizar diversos operadores de 

unión e intesección y diversos tipos de conjuntos borrosos, por los que parece 

más adaptable a diferentes contextos. 

6.7.5 MEDIDAS MONÓTONAS: Medidas Borrosas. 

Definición 6.7.5.1: [Nguyen & Walker, 1996, 183] 

Sea (X, p ) un espacio medible. Una función m: p - ^ [O, oc) es una medida 

borrosa (o medida monótona) si: 

1. m(0) = O. 

2. Si A, Be p y AcB entonces m(A) < m(B). 

A esta última propiedad se le denomina monotonía. 

Ejemplo 

Todas las medidas a-aditivas, como por ejemplo las medidas de 

probabilidad y las medidas de necesidad son medidas monótonas. 

Las medidas borrosas de Sugeno, como por ejemplo las medidas de 

posibilidad, son medidas monótonas. 

Ejemplo 6: 

Las medidas de iJ,-T-incondicionalidad de relaciones borrosas descritas 

en el capítulo 2 son medidas monótonas sobre el espacio medible (9?, 3 , M) 

donde 9Í es el conjunto de relaciones borrosas R: EixE2^[0, 1], 3 es el 
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subconjunto de partes de 9Í que sean medibles, y M es una medida de |i-T-

incondicionaiidad. 

6.7.5.1 Representación gráfica de los ejemplos de 

medida 

Medidas Monótonas 

Medidas Normales 

Fig 6.7.1: Medidas monótonas y normales 

Ejemplo 7: X-medidas borrosas de Sugeno 

Sugeno [1974] introdujo el concepto de A,-medida borrosa como una 

medida normal con la propiedad de >u-aditividad. Las ^-medidas borrosas son 

medidas monótonas (es decir, medidas borrosas). 
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Definición 6.7.5.2: 

Sea A,e (-1, x) y sea (X, p ) un espacio medible. Una función g;̂ .: p-^ 

[O, 1] es una ^.-medida borrosa si para todo par A, B de subconjuntos disjuntos 

de p se tiene que: gx(AuB) = gx,(A) + gx(B) + A,gx(A) gx(B). 

Ejemplo 8 

Si A, = O entonces la X-medida borrosa es una medida aditiva, como por 

ejemplo, una medida de probabilidad. 

Ejemplo 9: medidas S-descomponibles 

Weber [1984] propuso las medidas S-descomponibles, que generalizan 

tanto a las A,-medidas borrosas como a las medidas de posibilidad. 

Definición 6.7.5.3: 

Sea S una t-conorma. Dado un espacio medible (X, p ) , una medida S-

descomponible es una función m: p ^ [ 0 , 1] tal que 

1. m(0) = O. 

2. m(X)=l . 

3. Para todo par de subconjuntos A, B disjuntos de p se tiene que 

m(AuB) = S(m(A), m(B)). 

A esta última propiedad se le denomina S-aditividad. 

Ejemplo 10: 

Las medidas de probabilidad son medidas W*-descomponibles, donde 

W* es la t-conorma de Lukasiewicz. 

Las medidas W*;^-descomposibles donde W*x es la t-conorma definida 

por W*x(x, y) = X + y + Xxy son A,-medidas borrosas. 
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Corolario 6,7.5.1: 

Sea m una medida S-descomponible sobre (X, p). Si X es fmito 

entonces para todo subconjunto A de p se tiene que: 

m(A)= S {m((x})} 

6.7.5»2 Representación gráfica 

vr\%"^ 

• ^.-medidas borrosas de Sugeno 

•> Medidas de posibilidad 

^ Medidas de probabilidad 

Fig. 6.7.2: Relación entre las medidas S-descomponibles y las medidas de 

Sugeno 
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6,7.6 MEDIDAS MONÓTONAS RESPECTO DE 

UNPREORDEN: -<-medida borrosa 

En Trillas y Ahina [Trillas & Alsina; 1999] encontramos una definición 

más general de medida borrosa. Si se quiere medir una característica de los 

elementos de un conjunto X, como su volumen o su superficie o su peso, es 

preciso partir de una relación de comparación que permita decir si "x muestra 

esa característica menos que y" para todo x e 7 de X, lo que expresaremos con 

x<y. Esta relación debe tener las propiedades reflexiva y transitiva, luego debe 

ser un preorden. Se define una •< -medida borrosa como: 

Definición 6.7.6.1: -<-Medida borrosa según Trillas 

Sea -< un preorden y sea O un elemento minimal y sea 1 un elemento 

maximal de X para dicho preorden -<, entonces una aplicación m: ^ —> [O, 1 ] 

es una -<-medida borrosa si: 

1. m(0)=0 

2. m(l)=l 

3. Si x-<y entonces m(x) < m(y). 

Ejemplos de -< -medidas borrosas. 

Todas las medidas vistas anteriormente, conocidas como medidas 

monótonas o medidas borrosas, son medidas monótonas respecto del preorden 

inclusión (considerando tanto inclusión entre conjuntos clásicos como inclusión 

entre conjuntos borrosos). 

Es sencillo comprobar que esta definición generaliza el concepto de 

medida borrosa dado por Sugeno [Sugeno; 1974], pues si p es un retículo con 

un orden parcial entonces x-<y si y sólo si XAy^x, y se verifican las tres 
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propiedades. Si el retículo es ortocomplementado existe la función dual 

m*(x)=l-m(x') que es también una -<:-medida borrosa. 

La medida de probabilidad definida en un Álgebra de Boole es también 

una -< -medida borrosa. 

Ahora p puede ser el conjunto de los subconjuntos borrosos de un 

conjunto y la entropía borrosa introducida por De Luca y Termini [1972], o las 

medidas de posibilidad o de necesidad [Higashi & Klir; 1983] son también -<-

medidas borrosas. 

Ejemplo 10: Entropía o medida de borrosidad. 

Sea X un conjunto y sea p el conjunto de subconjuntos borrosos sobre 

X. Las medidas de borrosidad o entropías dan a cada conjunto borroso de p el 

grado en que un conjunto es borroso. 

Algunas de estas medidas vienen influenciadas por la entropía 

probabilística de Shannon, utilizada como medida de información. 

De Luca y Termini [1972] consideran las entropías como una medida de 

p en [O, 0=] que verifican una serie de propiedades. Xaw/mann [1975] propone 

un índice de borrosidad como una distancia normalizada. Otros autores como 

Yager [1979] o Higashi y Klir [1983] basan su concepto de medida de 

borrosidad en la diferencia entre un conjunto borroso y su complementario. 

Según De Luca y Termini [1972] una entropía o medida de borrosidad E 

debe verificar las siguientes propiedades: 

1. E(A) = O si A es un conjunto clásico. 

2. E(A) es maximal si A es el conjunto constante tal que A(x) = — para 

todo xe X. 
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3. E(A) > E(B) si A es 'más borroso' que B según el orden 'sharped', es 

decir, si B(x) < A(x) cuando A(x) < — y B(x) > A(x) si A(x) > —. 

4. E(A) = E(A'). 

Ejemplo 11: Medidas de especificidad. 

En el capitulo 3 se describen las medidas de especificidad, que verifican 

que m(0)=O, m({x})=l y si A es menos específico que B entonces m(A)<m(B). 

Ejemplo 12: Medida de Sarkovskii 

Sea X el conjunto de los números naturales y definimos sobre ellos una 

función w a la que podemos denominar aproximadamente par, definida por: 

1 si » = 2^ para ̂  = 0,1,2... 

m{n) = \ O si« = 2*'+lpara¿ = l,2... 

1—r si« = 2*'(2/7+l)para^ = l,2.../7 = l,2. 
2 

Obviamente m no es una medida en los número naturales con el orden 

usual, pero si consideramos el orden de Sarkovskii que tan importante es en el 

estudio de los sistemas dinámicos: 

3 -rJ < 7 ^... -<2.5 -<2.5 •<... •<2^.i ^2^.5 -r... -<2\3 -<2^.5 -<... 2^3 -<2^ •< 

2^^2-<l 

en el que el mínimo elemento es 3 seguido de todos los números impares, y el 

máximo elemento es 1 precedido por las potencias de dos, entonces m si define 

una medida borrosa en los números naturales. 
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6.7.6.1 Representación gráfica sobre propiedades de 

medidas 

^ -monotonía 
^ monotonfa 

Normalidad 

^ Medidas de Entropía 

• Medidas de especificidad 

9€ Medida de T-Transitividad 

:ü: Medidas de {i-T-incondicionalidad 

O Medidas de Piausibílidad 

D Medidas S-descomponibles de Sugeno 

• X-Medidas de Sugeno 

ÍEl Medidas de Lebesgue 

H Medidas de Probabilidad 

H Medidas de Necesidad 

?? Medidas de Sugeno 

Fig. 6.7.3: Propiedades de medidas 
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6.7.7. INTEGRALES BORROSAS 

6.7.7.1 INTEGRAL DE LEBESGUE 

Sea (X, A, M) un espacio medible donde M es una medida a-aditiva. Si f 

es una función positiva (f: X -> [O, +oo]) entonces su integral de Lebesgue, 

respecto de la medida M es: 

(L)¡f(w).dM(w) = JM(f(x)>a).da 
X o 

Por tanto si A es un subconjunto borroso de X entonces su integral de 

Lebesgue respecto de la medida <7-aditiva M es: 

1 1 

{L) ^Aiw).dM{w) = J M ( A ( X ) > a).da = jM(A„).da 
X o o 

6,7.7.2, INTEGRAL DE SUGENO 

Sea (X, A, M) un espacio medible donde M es una medida a-aditiva. Si 

A es un subconjunto borroso (A: X —> [O, 1]) entonces su integral borrosa según 

Sugeno, respecto de la medida M es: 

{S)\A{w).dM{w) = sup{Mín(a,M(A„)} 
X C(6[0,l 

Se observa que se obtiene reemplazando la suma y la multiplicación de 

los números reales por su supremo y su ínfimo respectivamente en la fórmula 

de la integral de Lebesgue sobre la recta real. 

Propiedad 1: 

Si A está contenido en B entonces la integral de Sugeno de A es menor o 

igual que la integral de Sugeno de B. 
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Propiedad 2: 

Si A es un conjunto clásico su integral de Sugeno es M(A) 

Por tanto la integral de Sugeno es una generalización de la medida de 

Lebesgue, pero no generaliza a la integral de Lebesgue. 

Nota: La integral de Sugeno puede generalizarse con la expresión: 

(5) \Aiw).dMiw) = sup { r ( a , M ( 4 ) ) j 
i ae[0,l] 

6.7.7.3, INTEGRAL DE CHOQUET 

Si la medida utilizada no es una medida a-aditiva, sino que es una 

medida borrosa con la propiedad de la convergencia de Sugeno, o una medida 

borrosa [Nguyen & Walker: 1996], es decir, monótona creciente respecto la 

inclusión, entonces la medida de Lebesgue se generaliza, y la integral borrosa 

se obtiene como una generalización de la integral de Lebesgue. 

Definición: 

Sea (X, M) un espacio borroso medible, donde M es una medida borrosa 

(según Nguyen). Sea f una función positiva (f: X —> [O, +°«]) entonces su 

integral de Chaquet, respecto de la medida borrosa M es: 

(Q ¡ f(w).dM(w) = JM(fix)>a).da 
X o 

Por tanto si A es un subconjunto borroso de X entonces su integral de 

Chaquet respecto de la medida borrosa M es: 

1 1 

(C) \A{w).dM{w) = JM(A(x) > a).da = jM(A„).da 
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