
Modelos Abstractos de Cómputo
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1. 30 Nov: Reescritura condicional

1.1. Sistemas de reescritura condicionales

Referencias básicas: [29], sección 2.6 y [5], sección 11.3.
Tarea: Ejercicios 1 y 2.

1.2. Condiciones de c-convergencia

Referencia básica: [29], sección 4.1.

1.3. Funciones indeterministas, call time choice

Referencia básica: [29], sección 4.2.
Tarea: Ejercicio 3.

1.4. Reescritura condicional con semántica CRWL

Referencia complementaria: [29], secciones 4.3, 4.4 y 4.5.
Tarea: Ejercicios 4 y 5.

2. 14 Dic: Estrechamiento

2.1. Unificación módulo una teoŕıa ecuacional

Referencias básicas: [29], sección 2.2, y [5], sección 10.1.
Tarea: Ejercicio 6.

2.2. El estrechamiento como procedimiento deR-unificación

Referencia básica: [29], sección 5.1.
Referencia complementaria: [5], sección 11.6.
Tarea: Ejercicio 7.

2.3. Corrección y completitud del estrechamiento

Referencia básica: [29], sección 5.2.
Referencia complementaria: [19].
Tarea: Ejercicio 8.



2.4. Estrategias de estrechamiento

Referencias complementarias: [29], sección 5.3 y [23].

3. 21 Dic: Estrechamiento condicional

3.1. El estrechamiento condicional y su corrección

Referencia básica: [29], sección 5.4.
Tarea: Ejercicio 9.

3.2. Resultados limitados de completitud

Referencia básica: [29], sección 5.5.
Tarea: Ejercicio 10.

3.3. Unificación módulo un SRC con semántica CRWL

Referencia básica: [29], sección 5.5.
Tarea: Ejercicio 11.

4. 11 Ene: Estrechamiento perezoso

4.1. El cálculo ingenuo SNC

Referencia básica: [29], sección 6.1.
Tarea: Ejercicio 12.

4.2. El cálculo LNCd orientado al determinismo

Referencia básica: [29], sección 6.2.
Referencias complementarias: [24, 25].
Tarea: Ejercicio 13.

4.3. El cálculo CLNC orientado a la semántica CRWL

Referencia básica: [29], sección 6.3.
Referencias complementarias: [12, 27].
Tarea: Ejercicio 14.

4.4. Comparación entre LNCd y CLNC

Referencia básica: [29], sección 6.4.



5. 18 Ene: Estrechamiento necesario

5.1. La estrategia NN para ISSs

Referencia básica: [29], sección 7.1.
Referencia complementaria: [3].
Tarea: Ejercicio 15.

5.2. Corrección y completitud de NN

Referencia básica: [29], sección 7.2.
Referencia complementaria: [3].
Tarea: Ejercicio 16.

5.3. Optimalidad de NN y comparación con otras estra-
tegias

Referencia básica: [29], secciones 7.3 y 7.4.
Referencia complementaria: [3].
Tarea: Ejercicio 17.

5.4. Extensión de NN a SRCs con semántica CRWL

Referencias complementarias: [29], caṕıtulo 8 y [30].

Ejercicios

1. Dadas dos listas xs e ys, su diferencia xs \\ ys está definida siempre que
ys sea un prefijo de xs, en cuyo caso xs \\ ys es el sufijo de xs que queda
al eliminar el prefijo ys. Se pide construir un SRC basado en constructoras
que incluya reglas de reescritura para la operación \\, y mostrar el cálculo
de la forma normal del término correspondiente a la diferencia de listas
[0, 1, 2] \\ [0, 1] (suponiendo que 0, 1 y 2 sean tres constantes).
Pista: Además de utilizar las constructoras de listas [ ] y :, conviene que
el SRC pedido incluya reglas de reescritura para la operación de concate-
nación de listas ++.

2. Suponiendo que los números naturales se representen como términos cons-
truidos con las dos constructoras 0 y s, se pide construir un SRC basado
en constructoras que incluya (entre otras) reglas para una operación fib,
tal que para todo n ∈ N la forma normal del término fib(sn(0)) sea cal-
culable en O(n) pasos de reescritura y represente el número de Fibonacci
de lugar n.
Pista: Conviene que el SRC pedido incluya reglas de reescritura para una
operación auxiliar dosF ib, tal que para todo n ∈ N, la forma normal del
término dosF ib(sn(0)) represente la pareja formada por el número de Fi-
bonacci de lugar n y el número de Fibonacci de lugar n + 1.



3. Sea R el SRT basado en constructoras formado por las siguientes reglas
de reescritura:

head(x : xs) → x

take(0, xs) → [ ]
take(s(n), [ ]) → [ ]
take(s(n), x : xs) → x : take(n, xs)

from(x) → x : from(s(x))

x + 0 → x
x + s(y) → s(x + y)

double(x) → x + x

coin → 0
coin → s(0)

Considera el término e ≡ head(from(double(coin))). Explica intuitiva-
mente:

a) e →∗
R 0 es posible usando call time choice.

b) e →∗
R s(0) no es posible usando call time choice.

c) e →∗
R s(s(0)) es posible usando call time choice.

4. Sean R y e como en el ejercicio anterior. Comprueba utilizando la defini-
ción formal de →R,CRWL:

a) e →∗
R,CRWL 0 es posible.

b) e →∗
R,CRWL s(0) no es posible.

c) e →∗
R,CRWL s(s(0)) es posible.

5. Sea R el SRC basado en constructoras formado por las siguientes reglas
de reescritura:

azar(x) → x
azar(x) → s(x)

colega(x) → y ⇐ s(azar(x)) == azar(y)

repite(x) → x : repite(x)



azares(x) → repite(azar(x))

trunca(x : y : zs) → x : y : [ ]

Justifica razonadamente las afirmaciones siguientes:

a) colega(x) →∗
R,CRWL x es posible.

b) azares(x) →∗
R,CRWL x : x : ⊥ es posible.

c) azares(x) →∗
R,CRWL s(x) : s(x) : ⊥ es posible.

d) azares(x) →∗
R,CRWL x : s(x) : ⊥ no es posible.

e) azares(x) →∗
R,CRWL s(x) : x : ⊥ no es posible.

f ) trunca(azares(x)) →∗
R,CRWL t0 : t1 : [ ]

es posible en los tres casos siguientes y en ningún otro: cuando t0, t1
son ambos ⊥, cuando t0, t1 son ambos x, y cuando t0, t1 son ambos
s(x).

6. Sea R un SRT. Se dice que una sustitución σ es un R-unificador de una
ecuación entre términos s ≈ t syss σ(s) y σ(t) son equivalentes módulo
la teoŕıa ecuacional asociada a R (en śımbolos, σ(s) ≈R σ(t)). En cada
uno de los apartados siguientes se pide construir un SRT R basado en
constructoras, una sustitución σ, y dos términos s y t que no sean c-
términos, de forma que σ sea un R-unificador de s ≈ t y además se
cumplan las condiciones adicionales indicadas en cada caso.

a) σ es c-normalizada y cerrada, en el sentido de que para toda variable
x que aparezca en s ≈ t se cumple que σ(x) es un c-término cerrado.

b) σ es c-normalizada, en el sentido de que para toda variable x que
aparezca en s ≈ t se cumple que σ(x) es un c-término. Pero σ no es
cerrada (i.e., para alguna de las variables x que aparecen en s ≈ t, se
cumple que σ(x) no es cerrado).

c) σ es normalizada, en el sentido de que para toda variable x que
aparezca en s ≈ t se cumple que σ(x) es un término en forma normal
con respecto a R. Pero σ no es c-normalizada (i.e., para alguna de
las variables x que aparecen en s ≈ t, se cumple que σ(x) no es un
c-término).

7. Sea R el SRT formado por las reglas:
s(p(x)) → x
p(s(x)) → x

x + 0 → x
x + s(y) → s(x + y)
x + p(y) → p(x + y)



Dado el objetivo ecuacional s(x + y) ≈? p(x + z), se pide:

a) Comprobar que la sustitución σ = {y 7→ p(y1), z 7→ s(y1)} se puede
calcular como solución del objetivo, usando estrechamiento.

b) Comprobar que σ es una solución correcta, viendo que σ(s(x+y)) ↓R
σ(p(x + z)).

8. Sea θ = {x 7→ 0, y 7→ p(0 + u), z 7→ s(0 + u)}, donde u es una nueva
variable. Nótese que θ es una sustitución normalizada con respecto al SRT
R del ejercicio anterior. Se pide:

a) Verificar que θ es una solución correcta para el objetivo ecuacional del
ejercicio anterior, comprobando que θ(s(x + y) ≈? p(x + z)) →∗

R? t.

b) Aplicar la construcción del lema de ascensión de Hullot (ver [29], pg.
83, Lema 5.2.2) para elevar la secuencia de reducción θ(s(x + y) ≈?

p(x + z)) →∗
R? t a una secuencia de estrechamiento s(x + y) ≈?

p(x + z)  ∗
R?, σ t que calcule la solución σ del ejercicio anterior.

Obsérvese que σ 4 θ.

c) Razonar que θ′ = {x 7→ 0 + 0, y 7→ p(s(p(0)) + (u + 0)), z 7→
s(p(s(0)) + (u + 0))} es una sustitución no normalizada pero śı nor-
malizable con respecto a R. Calcular la forma normalizada θ′ ↓R de
θ′, y utilizar el apartado anterior para demostrar que la solución σ
calculada por estrechamiento es más general que θ′ módulo R.

9. Sea R el SRC formado por las reglas

even(0) → true
even(s(x)) → odd(x)

odd(x) → true ⇐ even(x) ≈ false
odd(x) → false ⇐ even(x) ≈ true

y sea S el objetivo ecuacional even(s(y)) ≈? true. Se pide:

a) Estudiar el cómputo mediante estrechamiento condicional que apa-
rece en el Ejemplo 5.4.2 de [29] (pg. 90), que calcula la solución
σ = {y 7→ s(0)} para S.

b) Comprobar que la solución calculada es correcta, verificando que
σ(S) →∗

R? t. Observar la correspondencia entre los pasos de rees-
critura de esta secuencia de reducción y los pasos de estrechamiento
ejecutados para el cómputo de σ.

10. SeaR el SRC de tipo 1 (esto es, sin variables extra) formado por las reglas:

evenLength([ ]) → true
evenLength(x : xs) → oddLength(xs)



oddLength(xs) → true ⇐ evenLength(xs) ≈ false
oddLength(xs) → false ⇐ evenLength(xs) ≈ true

Sea además S el objetivo ecuacional evenLength(x : ys) ≈? true. Dada la
sustitución θ = {x 7→ s(x′), ys 7→ 0 : [ ]}, se pide:

a) Verificar que θ es una solución de S módulo R, comprobando que
θ(S)�∗

R? t, siendo�R? la relación de reescritura entre objetivos que
añade en cada paso las condiciones de la instancia de regla aplicada
al nuevo objetivo (ver [29], Definición 5.5.1, pg. 92).

b) Aplicar la construcción del lema de ascensión para SRCs de tipo 1
(Lema 5.5.3 en la pg. 92 de [29]) a la secuencia de reducción del apar-
tado anterior, obteniendo una secuencia de estrechamiento S  ∗

R?, σ t
que calcule una solución σ de S tal que σ 4 θ.

11. Estudiar los contraejemplos construidos por Giovanetti y Moiso para de-
mostrar la incompletitud del estrechamiento condicional en el caso de
SRCs con variables extra (ver Ejemplos 5.5.5 y 5.5.8 en [29], pp. 94 y
95). Demostrar que estos contraejemplos dejan de ser válidos si se utiliza
la semántica CRWL en lugar de la semántica ecuacional.
Pista: Suponiendo que R sea un SRC basado en constructoras, las solu-
ciones de problemas de R-unificación válidas con respecto a la semántica
ecuacional no siempre son válidas con respecto a la semántica CRWL.

12. Sea R el SRC basado en constructoras presentado en el ejercicio 5. Consi-
dera el objetivo S : trunca(azares(x)) ==? x : xs y las dos sustituciones
σ1 = {xs 7→ x : [ ]} y σ2 = {xs 7→ s(x) : [ ]}. Muestra que el cálculo
ingenuo de estrechamiento SNC definido en la sección 6.1 de [29] puede
obtener cualquiera de estas dos sustituciones como respuesta calculada
para S utilizando R como programa. ¿Es σ1 una respuesta correcta con
respecto a la semántica CRWL? ¿Lo es σ2?

13. Sea LNCd el cálculo de estrechamiento perezoso explicado en la Sección
6.2 de [29].

a) Reformula las reglas de transformación de objetivos de este cálculo
que plantean pasos de estrechamiento con reglas de reescritura del
SRT utilizado - a saber, las tres reglas (IZ), (DR) y (EM)P - de
manera que se puedan aplicar también en el caso de un SRC basado
en constructoras y con condiciones de c-convergencia.

b) Sean R, S, σ1 y σ2 como en el ejercicio 12. Muestra que LNCd refor-
mulado del modo planteado en el apartado anterior puede calcular
tanto σ1 como σ2 como respuesta para S utilizando R como progra-
ma. ¿Es LNCd correcto con respecto a la semántica CRWL?

14. Sean R, S, σ1 y σ2 como en los dos ejercicios anteriores.



a) Muestra que el cálculo de estrechamiento perezoso CLNC explicado
en la sección 6.3 de [29] solo puede calcular una de las dos sustitu-
ciones como respuesta para S utilizando R como programa.

b) Según el apartado anterior y los resultados del ejercicio 13, hay una
sustitución σ tal que LNCd puede calcular σ como respuesta para
S pero CLNC no puede hacerlo (utilizando R como programa en
ambos casos). Localiza alguna regla de transformación de objetivos
de LNCd que sea responsable de esta diferencia de comportamiento
entre los dos cálculos.

15. Sea R el SRT basado en constructoras formado por las reglas

init(x : [ ]) → [ ]
init(x : (y : zs)) → x : init(y : zs)

[ ] + + ys → ys
(x : xs) + + ys → x : (xs + +ys)

take(0, xs) → [ ]
take(s(n), [ ]) → [ ]
take(s(n), x : xs) → x : take(n, xs)

zip([ ], ys) → [ ]
zip(x : xs, [ ]) → [ ]
zip(x : xs, y : ys) → (x, y) : zip(xs, ys)

Se pide:

a) Comprobar que R es inductivamente secuencial, construyendo los
árboles definicionales que sean necesarios.

b) Aplicando la estrategia NNS explicada en [29], calcular todas las
formas posibles de efectuar un pasos de estrechamiento necesario a
partir del término t1 = take(n, xs + +ys).

c) Repetir el ejercicio del apartado anterior, considerando ahora el térmi-
no t2 = zip(xs, init(ys)).

d) Reiterando pasos necesarios en el sentido de la estrategia NNS, cons-
truir todas las secuencias de estrechamiento necesario que convierten
los términos t1 y t2 propuestos en los dos apartados anteriores a forma
c-estable.

16. Sea R el SRT inductivamente secuencial del ejercicio anterior. En cada
uno de los dos apartados siguientes se indican un objetivo S para R y una
c-sustitución θ. En ambos casos se pide construir una secuencia de pasos
de reesccritura necesaria θ(S) →NR ∗

R? t, y aplicar la construcción del lema
de ascensión de NR a NN (Lema 7.2.6 de [29], pg. 129) para obtener una
secuencia de pasos de estrechamiento necesario S  NR ∗

σ,R? t que calcule
una respuesta σ 4 θ [var(S)]. Hay que recordar que R? es el resultado



de añadir a R las reglas de reescritura inductivamente secuenciales que
especifican el comportamiento de ==? como c-convergencia cerrada.

a) G ≡ take(n, xs + +ys) ==? y : [ ];
θ ≡ {n 7→ s(0), xs 7→ 0 : [ ], ys 7→ 0 : [ ], y 7→ 0}.

b) G ≡ zip(xs, init(ys)) ==? (x, y) : [ ];
θ ≡ {xs 7→ 0 : [ ], ys 7→ s(0) : 0 : [ ], x 7→ 0, y 7→ s(0)}.

17. Sea R el SRT lnductivamente secuencial formado por las reglas para + y
take forrmuladas en varios ejercicios anteriores.

a) Estudia el espacio de búsqueda que resulta al intentar resolver el
objetivo n + n ==? m utilizando la estrategia de estrechamiento
necesario NN y R como programa.

b) Tomando como modelo el Ejemplo 7.4.2 de [29] (pg. 137), discute
informalmente el comportamiento de LNCd, CLNC y NN al tratar
de resolver cada uno de los objetivos que siguen usando R como
programa.

1) take(s5(0) + s5(0), xs) ==? 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0 : [ ].
2) take(s5(0) + s5(0), xs) ==? ys.
3) take(s(n) + s(n), xs) ==? ys.
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H.Comon, C. Marché and R.Trainen (eds.): Constraints in Computational
Logic, Theory and Applications. Revised Lectures of the International Sum-
mer School CCL’99, Springer LNCS 2002, Chapter 5, pp. 202-270, 2001.
(Panorámica sobre técnicas de integración d ela programación funcional y
la programación lógica con restricciones.)

[28] Terese. Term Rewriting Systems. Cambridge Tracts in Theoretical Com-
puter Science, 55. Cambridge University Press, 2003.
(Texto de reesccritura de carácter enciclopédico.)
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