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2.1 Introduccion a la recursion

>

>

Optamos por una solucion recursiva cuando sabemos cémo resolver de mane-
ra directa un problema para un cierto conjunto de datos, y para el resto de los
datos somos capaces de resolverlo utilizando la soluciéon al mismo problema
con unos datos “mas simples”.

Cualquier solucién recursiva se basa en un analisis (clasificacion) de los datos,
X, para distinguir los casos de solucion directa y los casos de solucién recursi-
va:

— caso(s) directo(s): X es tal que el resultado § puede calcularse directamente

de forma sencilla.

— caso(s) recursivo(s): sabemos como calcular a partir de X otros datos mas

pequefos X, y sabemos ademas como calcular el resultado 7 para X supo-
niendo conocido el resultado j’ para X

Para implementar soluciones recursivas en un lenguaje de programacion tene-
mos que utilizar una acciéon que se invoque a s{ misma —con datos cada vez

“mas simples”—: funciones o procedimientos.

Para entender la recursividad, a veces resulta util considerar cOmo se ejecutan
bl
las acciones recursivas en una computadora, como si se crearan multiples co-
b
pias del mismo cédigo, operando sobre datos diferentes (en realidad sélo se
copian las variables locales y los parametros por valor).

El ejemplo clasico del factorial:

int fact ( int n ) {
// P - n>=0

int r;

if (n=0)r=1;

else it (n>0 )r =n* fact(n-1);
return r;

// Q - devuelve n!

}

¢Coémo se ejecuta la llamada fact(2)?
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Programa
principal

P
x := fact(2)

Programa
principal

fact(2)

—» x:=fact(2) —

r:=n *fact(n-1)

Programa
principal

fact(2)

—p» x:=fact(2) —

- r:=n*fact(n-1)

fact(1)

r:=n *fact(n-1)

Programa
principal

fact(2)

—» x:=fact(2) —

H» r:=n*fact(n-1)

fact(1)

- r:=n *fact(n-1)

fact(0)
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Programa
principal fact(2) fact(1)

—» x:=fact(2) —p r:=n *fact(n-1) r:=n *fact(n-1)

Programa
principal fact(2)

—p» x:=fact(2) r:=n *fact(n-1)

Programa
principal

x := fact(2)
—»>

> ¢La recursion es importante?
— Un método muy potente de diseno y razonamiento formal.

— Tiene una relacion natural con la induccién vy, por ello, facilita conceptual-
mente la resolucién de problemas y el disefio de algoritmos.

— Algunos lenguajes no incluyen instrucciones iterativas.
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2.1.1 Recursion simple

> Decimos que una accién recursiva tiene recursion simple si cada caso recursivo
realiza exactamente una llamada recursiva. Abusando de la notacién en las
asignaciones, podemos describirlo mediante el esquema general:

void nombreProc ( 11 X1, . , Tn Xn , 01 & Y1, . , Om & Yn ) {
// Precondicion
// declaracion de constantes

Ty X177 -2 3 tn Xn® ; [/ X
o1 Y1” 5 .- ; mym s /1 y”
if (d(x))

J = 9(x);

else if ( —d(x) ) {

X = s(xX);
nombreProc(x“, 7 °);
J =c(xX, J°);

// Postcondicion

¥
donde:

— X representa a los parametros de entrada x, ... , x,, X~ a los parametros de
la llamada recursiva x;’, ... , x,’, 7’ a los resultados de la llamada recursiva y,’,

s Jm> € J alos parametros de salida y,, ..., J,.
— d(X) es la condicién que determina el caso directo
— —d(X) es la condicién que determina el caso recursivo
— gcalcula el resultado en el caso directo
— 5, la funcion sucesor, calcula los argumentos para la siguiente llamada recursiva

— ¢ 1a funcion de combinacion, obtiene la combinacién de los resultados de la lla-
mada recursiva j’ junto con los datos de entrada X, proporcionando asi el

resultado 7.

> A la recursion simple también se la conoce como recursion lineal porque el nu-
mero de llamadas recursivas depende linealmente del tamano de los datos.

> Veamos como la funcion factorial se ajusta a este esquema de declaracion:
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int fact ( int n ) {
// P - n>=0

int r;

if (n=0)r=1;

else if (n>0 )r =n* fact(n-1);
return r;

// Q : devuelve n!

din) < n==0

g =1

—d(n) <= n>0

s(n) = n—1

c(n, tact(s(n))) = n* fact(s(n))

> d(X)y—d(X) pueden desdoblarse en una alternativa con varios casos.

Ejemplo: multiplicacién de dos naturales por el método del campesino egipcio

int prod ( int a, int b ) {
// P:(C(a>0)&& (b >=0)

int r;
if (b=0) r = 0;
elseif(bzzl) r = a;
else if (b > & (b % 2 ==0) ) r = prod(2*a, b/2);
else if (b >18&& (b% 2 ==1) ) r = prod(2*a, b/2) + a;
return r;

// Q - r=a*hb

+

di(a, b)) <= b == dy(a, b)) <= b ==

gi(a, b)) =0 oy(a, b) =1

—d;(a, b)) < b > 1 && par(h) —d,(a, b) < b > 1 && impar(b)

si(a, b) = (2*a, b/?2) sy(a, b) = (2*a, b/?2)

c,(a, b, prod(s,(a, b)) = prod(s,(a, b)) c,(a, b, prod(s,(a, b))) = prod(s,(a, b))+a

Recursion final

> La recursion final (tail recursion) es un caso particular de recursioén simple donde la
funciéon de combinacion se limita a transmitir el resultado de la llamada recur-
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siva. Se llama final/ porque lo dltimo que se hace en cada pasada es la llamada
recursiva.
El resultado sera siempre el obtenido en uno de los casos base.

Los algoritmos recursivos finales tienen la interesante propiedad de que pue-
den ser traducidos de manera directa a soluciones iterativas, mas eficientes.

> Como ejemplo de funcién recursiva final veamos el algoritmo de calculo del
maximo comun divisor por el método de Euclides.

int mcd( Int a, int b ){
// P :(Ca>0)&& (b>0)

int m;
it ( a== )m

else if (a> b)m
else if (a< b)m

a,
mcd(a—b, b);
mcd(a, b-a);

return m;
// Q - devuelve mcd(a, b)
by
que se ajusta al esquema de recursion simple:
d(a, b) < a==
g(a, b) = a
—d(a, b) &> a> b —d,(a, b)) & a<b
si(a, b) = (a—b, a) s,(a, b) = (a, b—a)

y donde las funciones de combinacion se limitan a devolver el resultado de la
llamada recursiva

c(a, b, mcd(s,(a, b)) = med(s,(a, b))
Cy(a, b, med(s,(a, b)) = med(s,(a, b))
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2.1.2 Recursion maltiple

>

>

Este tipo de recursion se caracteriza por que, al menos en un caso recursivo, se
realizan varias llamadas recursivas. El esquema correspondiente:

void nombreProc ( 11 X1, . , T™n Xn , 01 & VY1, . , Om & Yn ) {
// Precondicion
// declaracion de constantes

T1 X11 5 === 5 Tn Xin 5 === T1 Xkl 5 === 5 Tn Xkn ,
01 Y11 ; --- > Om Yim 5 --- 81 Yk1 5 --- 5 Om Ykm ;
if (d(x) )

J = 9(x);

else if ( —d(X) ) {
X1 = s1(X);
nombreProc(X1, J1);
Xk = sk(X);
nombreProc(Xk, Jk);

J = c(X, J1, «-- 5 JK);

// postcondicion

donde

k&> 1, indica el nimero de llamadas recursivas

X representa a los parametros de entrada xi,..., x,, X'; a los parametros de la
i-ésima llamada recursiva ..., X;,, J; a los resultados de la 7-ésima llamada re-

Cursiva Jy,..., ¥im, para z = 1,.., £, ¢ 7 alos parametros de salida y,,..., .,
d(x') es la condicién que determina el caso directo

—d(x) es la condicion que determina el caso recursivo
g calcula el resultado en el caso directo

5;, as funciones sucesor, calculan la descomposicion de los datos de entrada pa-
ra realizar la 7-ésima llamada recursiva, para7 =1, ..., £
¢, 1a funcion de combinacion, obtiene la combinacién de los resultados 7; de las

llamadas recursivas, para 7 = 1, ..., &, junto con los datos de entrada X, pro-
porcionando asi el resultado .

Otro ejemplo clasico, los nimeros de Fibonacci:
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int fibo( int n ) {
// Pre: n >=0

int r;
if (n=0)r =0;
else f(n::1)r=1;
else if (n 1) r = fibo(nh-1) + fibo(n-2);
return r;
// Post: devuelve fib(n)
¥
que se ajusta al esquema de recursion maltiple (£ = 2)
d(n)y & n==0 d,(n) <> n==1
g0) == g(l) ==
—d(n) = n>1
si(n) = n—1 S,(n) = n—2

c(n, tibo(s(n)), fibo(s,(7))) = tibo(s,(#)) + fibo(s,(#))

> En la recursion multiple, el nimero de llamadas no depende linealmente del
tamano de los datos. Por ejemplo, el computo de fib4)

o
0+1=1 ib(4 1+1=2
0 fmz) 0+1=1
m /\

fib(0)  fib(1)  fib(1) (*flb 2)
fib(0)  fib(1)
Notese que algunos valores se computan mas de una vez.
> Para terminar con la introduccion, recapitulamos los distintos tipos de funcio-

nes recursivas quc hemos presentado:

— Simple. Una llamada recursiva en cada caso recursivo
— No final. Requiere combinacién de resultados
— Tinal. No requiere combinacién de resultados

— Multiple. Mas de una llamada recursiva en algin caso recursivo.
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2.2 Disefio de algoritmos recursivos

> Dada la especificacion { P } A { Q }, hemos de obtener una accién A que la
satisfaga.

Nos planteamos implementar .4 como una funcién o un procedimiento recur-
sivo cuando podemos obtener —facilmente— una definicién recursiva de la
postcondicion.

> Proponemos un método que descompone la obtencién del algoritmo recursivo
en varios pasos:

(R.1) Planteamiento recursivo. Se ha de encontrar una estrategia recursiva para
alcanzar la postcondicion, es decir, la solucién. A veces, la forma de la post-
condicién, o de las operaciones que en ella aparecen, nos sugerira directa-
mente una estrategia recursiva.

(R.2) Analisis de casos. Se trata de obtener las condiciones que permiten discri-
minar los casos directos de los recursivos. Deben tratarse de forma exhaus-
tiva y mutuamente excluyente todos los casos contemplados en la
precondicion:

Po = d(x) v — d(x)

(R.3) Caso directo. Hemos de encontrar la accién que resuelve el caso directo

{ Pord(x) }A { Q }

St hubiese mas de un caso directo, repetiriamos este paso para cada uno de
ellos.

(R.4) Descomposicion recursiva. Se trata de obtener la funcién sucesor s(X)
que nos proporciona los datos que empleamos para realizar la llamada recur-
siva.

St hay mas de un caso recursivo, obtenemos la funcién sucesor para cada uno

de ellos.
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(R.5) Funcion de acotaciéon y terminacion. Determinamos si la funcién sucesor
escogida garantiza la terminaciéon de las llamadas, obteniendo una funcion
que estime el nimero de llamadas restantes hasta alcanzar un caso base —la
funcion de acotacion— y justificando que se decrementa en cada llamada.

St hay mas de un caso recursivo, se ha de garantizar la terminacién para cada
uno de ellos.

(R.6) Llamada recursiva. Pasamos a ocuparnos entonces del caso recursivo. Ca-
da una de las descomposiciones recursivas ha de permitir realizar la(s) lla-
mada(s) recursiva(s).

Po A —d(X) = Po[X/s(x)]

(R.7) Funcién de combinacién. Lo tnico que nos resta por obtener del caso re-
cursivo es la funcion de combinacion, que, en el caso de la recursion simple,
sera de la forma j = c(x,7").

St hubiese mas de un caso recursivo, habria que encontrar una funcién de
combinacion para cada uno de ellos.

(R.8) Escritura del caso recursivo. Lo ultimo que nos queda por decidir es si
necesitamos utilizar en el caso recursivo todas las variables auxiliares que
han 1do apareciendo. Partiendo del esquema mas general posible

{ Po A~ =d(Xx) }
x? = s(x);
nombreProc(x”, 77);
J =c(x,737)

{ Q }

a aquel donde el caso recursivo se reduce a una nica sentencia

{ Po A =d(X) }
7y = c(x, nombreFunc(s(x)))
{ Qo }
Repetimos este proceso para cada caso recursivo, si es que tenemos mas de
uno, y lo generalizamos de la forma obvia cuando tenemos recursion mul-

tiple.

> Ejemplo: una funciéon que dado un natural # calcule la suma de los dobles de
los naturales hasta 7:



Diseno de algoritmos recursivos 11

Especificacion

int sumaDoble ( int n ) {
// Pre : n>=20
int s;

// cuerpo de la funciodn

return s;
// Post : devuelve X 1 - 01 <n:2%*1

}

(R.1) (R.2) Planteamiento recursivo y analisis de casos
El problema se resuelve trivialmente cuando # == 0, donde el resultado es 0.
La distincién de casos queda entonces:
d(n) : n ==
—d(n) - n>0
que cubren exhaustivamente todos los casos posibles
n>0=n==0vn>0
La estrategia recursiva se puede obtener manipulando la expresion que forma-
liza el resultado a obtener
1 :0<i1<n:-:2**1 =C1:0<L1<nNn-1:2%*1)+2
*
n
que nos lleva directamente a la estrategia recursiva:
sumaDoble(n) = sumabDoble(n-1) + 2*n

(R.3) Solucién en el caso directo.

{n::O}
Ay
{s=2Z1 :0<L1<n:-2*1}

Se resuelve trivialmente con la asignacion

A1 =s =0

(R.4) Descomposicion recursiva.
La descomposicion recursiva ya aparecia en el planteamiento recursivo
s(n) = n-1

(R.5) Funcién de acotacion y terminacion.
El tamafio del problema viene dado por el valor de 7, que ha de disminuir
en las sucesivas llamadas recursivas hasta llegar a O:
t(n) =n
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Efectivamente, se decrementa en cada llamada recursiva:
t(s(n)) <t(n) & n-1<n

(R.6) Es posible hacer la llamada recursiva. En el caso recursivo se cumple

Po(n) A —d(n) = Po(s(n))

nN>0AnNn>0=>nNn>0=>n-12>0

(R.7) Funcién de combinacion.
Esta funcién aparecia ya en el planteamiento recursivo. La postcondicion
se puede alcanzar con una simple asignacién:
S =s” + 2*n
(R.8) Escritura del caso recursivo
Siguiendo el esquema tedrico, tenemos que el caso recursivo se escribe:
{PoArn>07}%

n> = n-1;
s’ = sumabDoble(n”);
S =87 + 2*n;

{ Q }

Podemos evitar el uso de las dos variables auxiliares, simplemente inclu-
bl
yendo las expresiones correspondientes en la funciéon de combinacién:
s = sumaDoble(n-1) + 2*n;

Con todo esto, la funcién queda:

int sumaboble ( int n ) {
// Pre: n>=0

int s;

if (n== ) s = 0;

else if ( n > 0 ) s = sumaDoble( n-1 ) + 2*n;
return s;

// Post: devuelve X 1 - 0 <1 < n : 2*1

}
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> Ejemplo: suma de las componentes de un vector de enteros.

Especificacion

int sumaVec ( int v[], int num ) {
// Pre - v es un array de al menos num elementos
int s;

// cuerpo de la funciodn
return s;
// devuelve X1 - 0 <1 < num - v[i]
+
(R.1) (R.2) Planteamiento recursivo y analisis de casos

El problema se resuelve trivialmente cuando ##7 == 0, porque la suma de las
0 primeras componentes de un vector es 0. Por lo tanto, distinguimos los ca-
SOS

d(v, num) = num ==
—d(v, num) = num > O
¢qué ocurre st num < 0?
Podemos optar por:
—  exigir en la precondiciéon que sélo son validas invocaciones donde 7w
sea=>0, 0
—  tratar también el caso en el que 7#m < 0 devolviendo también O
Optando por la segunda solucion: d(v, num) = num < 0
Po > num < O v num == 0 v num > 0 < cierto
El planteamiento recursivo puede ser: para obtener la suma de las 74 com-

ponentes de un vector, obtenemos la suma de las ##7—1 primeras y le suma-
mos la ultima.

sumaVec(v, num) = sumaVec(v, num-1) + v[num-1]

(R.3) Solucién en el caso directo.
{ Po A num <0 }
A1
{s=21:0<1<num: vVv[i] }

(R.4) Descomposicion recursiva.
s(v, num) = (v, num-1)
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(R.5) Funcién de acotacion y terminacion.

Al avanzar la recursion, num se va acercando a 0
t(v, num) = num

Se cumple
num - 1 < num

(R.6) Llamada recursiva.

v es un array de al menos num elementos A num > O
= Vv es un array de al menos num-1 elementos

(R.7) Funcion de combinacion.

Se resuelve con la asignacion
s = s’ + v[nhum-1];

(R.8) Escritura del caso recursivo.

Bastara con la asignacion
s = sumaVec(v, num-1) + v[num-1];

De forma que la funcion resultante queda:

int sumaVec ( int v[], int num ) {
// Pre - v es un array de al menos num elementos

int s;
if (num <=0 ) s = 0;
else if ( num > 0 ) s = sumaVec(v, num-1) + v[num-1];
return s;
// devuelve X 1 - 0 <1 < num : v[i]

by
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Implementacion recursiva de la biisqueda binaria

> Partimos de un vector ordenado, donde puede haber elementos repetidos, y
un valor x que pretendemos encontrar en el vector. Buscamos la apariciéon mas
a la derecha del valor x, o, si no se encuentra en el vector, buscamos la posi-

ci6n anterior a donde se deberfa encontrar —por si queremos insertarlo—. Es
decir, estamos buscando el punto del vector donde las componentes pasan de

ser <xaser > X.

La idea es que en cada pasada por el bucle se reduce a la mitad el tamano del
subvector donde puede estar el elemento buscado.

P M = (P+Q) div 2 Q

si v/m] < x entonces debemos buscar a la derecha de

P
M Q

<X > X

y si v/m] > x entonces debemos buscar a la izquierda de 7

Q
P M

— < >
<X > X

> Como el tamafio de los datos se reduce a la mitad en cada pasada tenemos cla-
ramente una complejidad logaritmica en el caso peor (en realidad en todos los
casos, pues aunque encontremos x en el vector hemos de seguir buscando ya
que puede que no sea la aparicion mas a la derecha).

> Hay que ser cuidadoso con los indices, sobre todo si:
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— X no esta en el vector, o si, en particular,
— xes mayor o menor que todos los elementos del vector;

ademas, es necesario pensar con cuidado cual es el caso base.

> La especificacion del algoritmo

typedef int TElem;
int buscaBin( TElem v[], int num, TElem x ) {
// Pre: v esta ordenado entre O .. num-1

int pos;

// cuerpo de la funcion

return pos;
// Post: devuelve el mayor itndice 1 (0 <= 1 <= num-1) que

cumple

// vli] <= x

// si X es menor que todos los elementos de v, devuelve
-1

+

Comentarios:

— Utilizamos el tipo TE/em para resaltar la idea de que la busqueda binaria es
aplicable sobre cualquier tipo que tenga definido un orden, es decir, los ope-
radores ==y <=,

— Si x no esta en » devolvemos la posicion anterior al lugar donde deberia es-
tar. En particular, si x es menor que todos los elementos de » el lugar a in-
sertarlo sera la posicion O y, por lo tanto, devolvemos —1.

> El planteamiento recursivo parece claro: para buscar x en un vector de # ele-
mentos tenemos que comparar x con el elemento central y

— six es mayor o igual que el elemento central, seguimos buscando recursiva-
mente en la mitad derecha,

— st x es menor que el elemento central, seguimos buscando recursivamente
en la mitad izquierda.

El problema es ¢cémo indicamos en la llamada recursiva que se debe seguir
buscando “en la mitad izquierda” o “en la mitad derecha”?
Evidentemente la llamada
buscaBin( v, num / 2, X );
no funciona.

> Al disefar algoritmos recursivos, en muchas ocasiones es necesario utilizar una
funcién —o un procedimiento— auxiliar que nos permita implementar el plan-
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>

teamiento recursivo. Hstas funciones auxiliares son una generalizacion de la fun-
ci6n —o el procedimiento— a desarrollar porque

— tienen mas parametros y/o mas resultados, y

— la funcién original se puede calcular como un caso particular de la funcion

auxiliar.

En el caso de la busqueda binaria, una posible generalizacion consiste en des-
arrollar una funcién que en lugar de recibir el nimero de elementos del vector,
reciba dos indices, 2 y 4, que seflalen donde empieza y donde acaba el fragmen-
to de vector a considerar.
int buscaBin( TElem v[], TElem x, int a, int b )

de esta forma, la funciéon que realmente nos interesa se obtiene como

buscaBin( v, num, x ) = buscaBin( v, x, 0, num-1)
Notese que no es necesario inventarse otro nombre para la funcién auxiliar
porque C++ permite la sobrecarga de funciones: definir varias funciones con
el mismo nombre que se distinguen por los parametros.

a funcion recursiva es por tanto la funcion auxilia ientras que en la im-
La funcién recursi s por tanto la funcién iliar, mientras n la im
plementacion de la funcién original nos limitaremos a realizar la llamada inicial
a la funcion auxiliar.

int buscaBin( TElem v[], TElem x, Int a, int b ) {
// cuerpo de la funcion

by

int buscaBin( TElem v[], int num, TElem x ) {

return buscaBin( v, x, 0, num-1);

}

Notese que es necesario escribir primero la funcién auxiliar para que sea visi-
ble desde la otra funcién.
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> Disefio del algoritmo

(R.1) (R.2) Planteamiento recursivo y analisis de casos.
Aunque el planteamiento recursivo esta claro: dados  y 4, obtenemos el pun-
to medio 7y
— st y/m] <xseguimos buscando en #+7 .. b
— st o/m] > x seguimos buscando en a .. 7—1,

es necesario ser cuidadoso con los indices. La idea consiste en garantizar que

en todo momento se cumple que:

— todos los elementos a la izquierda de @ —sin incluir »/a/— son menores o
iguales que x, y

— todos los elementos a la derecha de / —sin incluir #/b/— son estrictamente
mayores que Xx.

Una primera idea puede ser considerar como caso base « == /. Si lo hiciése-

mos asi, la solucién en el caso base quedaria:
if (a==b)

if (vla] == x) p = a;
else if (v[a] < x ) p = a; // X no esta en v
else if (v[a] > x ) p =a-1; // x no esta en v
Sin embargo, también es necesario considerar el caso base ¢ == b+7 pues
puede ocurrir que en ninguna llamada recursiva se cumpla ¢ == 4. Por ejem-
plo, en un situacién como esta
X == a == =1 v[0] == 10 v[1] == 15

el punto medio m=(a+b)/2 es 0, para el cual se cumple »/7] > x'y por lo tanto
la siguiente llamada recursiva se hace con

a == == -1
que es un caso base donde debemos devolver —1 y donde para alcanzarlo no
hemos pasado por a == 5.

Como veremos a continuacion, el caso a==b se puede incluir dentro del caso
recursivo si consideramos como caso base el que cumple ¢ == b+7, que
ademas tiene una solucién mas sencilla y que siempre se alcanza.
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Con todo lo anterior, la especificacion de la funcion recursiva auxiliar queda:

int buscaBin( TElem v[], TElem x, int a, int b ) {

// Pre: v esta ordenado entre 0 .. num-1
// (O<=a<=num) && ( -1 <= b <= num-1 ) && ( a <=
b+1 )
// todos los elementos a la 1zquierda de “a’ son <= X
// todos los elementos a la derecha de “b” son > X
int p;
// cuerpo de la funciodn
return p;
// Post: devuelve el mayor indice i1 (0 <= i <= num-1) que
cumple
// v[i] <= x
// si X es menor que todos los elementos de v, devuelve
-1
¥

Donde se tiene la siguiente distincion de casos
d(v,x,a,b) - a == b+l
—d(v,x,a,b) - a<=b

para la que efectivamente se cumple
Po >ac<b+tl >a==Db+tl vac<h

(R.3) Solucion en el caso directo.
{ Po A a==n>0b+1}%}

A1
{ Q }
Si
— todos los elementos a la izquierda de « son < x,

— todos los elementos a la derecha de s son > x, vy

— a==b+1, es decit, ay b se han cruzado,
entonces el ultimo elemento que cumple que es < x es »/a—1/, y por lo tanto,

AL = p = a-1;
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(R.4) Descomposicion recursiva.

Los parametros de la llamada recursiva dependeran del resultado de comparar
x con la componente central del fragmento de vector que va desde « hasta 4.
Por lo tanto, obtenemos el punto medio

m = (atb) / 2;
de forma que
— six <y/m]la descomposicion es
si(v, X, a, b) = (v, x, a, m-1)
— six 2 wv/m]la descomposicion es
s2(v, X, a, b) = (v, x, m+l, b)

(R.5) Funcion de acotacion y terminacion.
Lo que va a ir disminuyendo, segin avanza la recursién, es la longitud del
subvector a considerar, por lo tanto tomamos como funcién de acotacion:
t(v, X, a, b) = b-at+l
y comprobamos
a<baras<m<b= t(si(3)) < (&) A t(s203)) < (%)
que efectivamente se cumple, ya que
a<b=acx<(@th)/2 <D
(n-1)-a+l < b-atl «m1<b&m<b

b—(m+1)+1 < b-a+l < b-m-1 < b-a & b-m < b-a < m2> a
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(R.6) Llamada recursiva.

La solucion que hemos obtenido, solo funciona si en cada llamada se cumple
la precondicidn, por lo tanto, debemos demostrar que de una llamada a la si-
guiente efectivamente se sigue cumpliendo la precondicion.

Tratamos por separado cada caso recursivo
—  x<v/ml
Pornas<baras<m<bax<v[m] = Po[b/m-1)]
Que es cierto porque:

v esta ordenado entre O .. num-1
= Vv esta ordenado entre O .. num-1
0O < a £ num
= 0 < a £ num
-1 <b<num-l1Aaras<m<baO<ac<num
= -1 < m-1 £ num-1
a<m
= a < m-1+1

todos los elementos a la i1zquierda de “a’ son <= X
= todos los elementos a la izquierda de “a’” son <= X

v esta ordenado entre O .. num-1 A
todos los elementos a la derecha de “b” son > X A
m<b A x < v[m]

= todos los elementos a la derecha de “m-1” son > X

—  x=2v/m

v esta ordenado entre O .. num-1
(0O<=a<=num) && ( -1 <= b <=num-1) && ( a <= b+l

todos los elementos a la 1zquierda de “a’ son <= Xx
todos los elementos a la derecha de “b” son > x
= Vv esta ordenado entre O .. num-1
(O0O<=mtl <= num ) && ( -1 <= b <= num-1 ) && ( m+l <=
b+1 )
todos los elementos a la 1zquierda de “m+l” son <= X
todos los elementos a la derecha de “b” son > x

Se razona de forma similar al anterior.
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Debemos razonar también que la llamada inicial a la funcién auxiliar cumple
la precondiciéon

v esta ordenado entre O .. num-1 A
a == A b == num-1
= Vv esta ordenado entre O .. num-1

(0O<=a<=num) && ( -1 <= Db <= num-1) && ( a <= b+l

todos los elementos a la 1zquierda de “a’ son <= Xx
todos los elementos a la derecha de “b” son > X

Que no es cierto st zum < () ya que en ese caso no se cumple a < b+7. De
hecho si #um < 0 no esta claro qué resultado se debe devolver, por lo tanto lo
mejor es afadir esta restriccion a la precondicion de la funcion original.

Y con esta nueva condicion (num 2 0 ) si es sencillo demostrar la correccion
de la llamada inicial:

a=0ADb=num-1 A num > 0
> 0<a<numa-1<Db<num-1 A a < b+l

a ==
= todos los elementos a la izquierda de “a’” son <= X

== num-1
— todos los elementos a la derecha de “b” son > x

(R.7) Funcién de combinacion.

En los dos casos recursivos nos limitamos a propagar el resultado de la lla-
mada recursiva:

p=p°
(R.9) Escritura de la llamada recursiva.
Cada una de las dos llamadas recursivas se puede escribir como una sola asig-
nacion:

p

buscaBin( v, x, m+tl, b )
y

p buscaBin( v, x, a, m-1 )
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> Con lo que finalmente la funcién queda:

int buscaBin( TElem v[], TElem x, int a, int b ) {

// Pre: v esta ordenado entre 0 .. num-1
// (O0O<=a<=num) && ( -1 <= b <= num-1 ) && ( a <=
b+1 )
// todos los elementos a la 1zquierda de “a’ son <= X
// todos los elementos a la derecha de “b” son > x

int p, m;

if (a==>Db+1)

p=a-1;

else if (a<=Db) {
m = (atb) / 2;
if (v[m] <= x)
p = buscaBin( v, x, m+l, b );
else
p = buscaBin( v, x, a, m-1 );

return p;
// Post: devuelve el mayor indice i1 (0 <= i <= num-1) que
cumple
// v[i] <= x
// si X es menor gque todos los elementos de v, devuelve
-1
by

int buscaBin( TElem v[], int num, TElem x ) {
// Pre: los num primeros elementos de v estan ordenados y
// num >= 0

return buscaBin(v, x, 0, num-1);

// Post : devuelve el mayor indice 1 (0O <= 1 <= num-1) que

cumple

// v[i] <= x

// si X es menor que todos los elementos de v,
devuelve -1

+

Notese que la generalizacion esta pensada como una funcion auxiliar y no para
ser utilizada por si sola, en cuyo caso deberiamos repensar la precondicién y la
postcondicion.
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2.2.1 Algoritmos avanzados de ordenacion

>

La ordenacion rapida (guicksor?) y la ordenacion por mezcla (mergesort) son dos
algoritmos de ordenacién de complejidad cuasi-lineal, O(# log 7).

Las idea recursiva es similar en los dos algoritmos: para un ordenar un vector
se procesan por separado la mitad izquierda y la mitad derecha.

— En la ordenacion rapida, se colocan los elementos pequenos a la izquierda y

los grandes a la derecha, y luego se sigue con cada mitad por separado.

— Enla ordenacién por mezcla, se ordena la mitad de la izquierda y la mitad de

la derecha por separado y luego se mezclan los resultados.

Ordenacion rapida

>

Especificacion:

void quickSort ( TElem v[], int num ) {
// Pre: v tiene al menos num elementos y
// num >= 0

quickSort(v, 0, num-1);

// Post: se han ordenado las num primeras posiciones de v

}

void quickSort( TElem v[], int a, int b ) {
// Pre: O <= a <= num && -1 <= b <= num-1 && a <= b+l

// Post: v estd ordenado entre ay b

}

Como en el caso de la busqueda binaria, la necesidad de encontrar un plan-
teamiento recursivo nos lleva a definir un procedimiento auxiliar con los pa-
rametros « y b, para asi poder indicar el subvector del que nos ocupamos en
cada llamada recursiva.
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> El planteamiento recursivo consiste en:

1. Elegir un pivote: un elemento cualquiera del subvector v[a..b]. Normalmente

se elige v[a] como pivote.

2. Particionar el subvector v|a..b], colocando a la izquierda los elementos me-
nores que el pivote y a la derecha los mayores. Los elementos iguales al pi-
vote pueden quedar indistintamente a la izquierda o a la derecha. Al final
del proceso de particion, el pivote debe quedar en el centro, separando los

menores de los mayores.

3. Ordenar recursivamente los dos fragmentos que han quedado a la izquierda

y a la derecha del pivote.

a b
/39 6,2| 2,8| 5,01 1,1| 45
N

Particion
\ 4
P b

/
69 50| 6,2| 45

>=3,5

Ordenacion recursiva

3,5

45| 5,0| 6,2
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> Analisis de casos
— Caso directo: @ == b+17
El subvector esta vacio y, por lo tanto, ordenado.
— Caso recursivo: a <b
Se trata de un segmento no vacio y aplicamos el planteamiento recursivo:
— considerar x == p/a/ como elemento pivote

— reordenar parcialmente el subvector »/a..b] para conseguir que x quede
en la posicion p que ocupara cuando v/a..b] esté ordenado.

— ordenar recursivamente v/a .. (p—1)]y v/(p+1) .. b].

> Funcion de acotacion:
t(v, a, b) =b -a + 1

> Suponiendo que tenemos una implementacién correcta de particion, el algorit-
mo nos queda:

void quickSort( TElem v[], int a, int b ) {
// Pre: O <= a <= num && -1 <= b <= num-1 && a <= b+1

int p;

iTf (a<=Db) {
particion(v, a, b, p);
quickSort(v, a, p-1);
quickSort(v, p+1l, b);

// Post: v esta ordenado entre a y b

}
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> Disefio de particion.
Partimos de la especificacion:
{P: 0<a<b<num-1}G}
particion
{Q:0<a<p<b<num-1Aan
todos los elementos desde “a’ hasta “p-1> son
todos los elementos desde “p+1” hasta “b” son

vipl A
v[p]

AYARVAN

}

La idea es obtener un bucle que mantenga invariante la siguiente situacién

a i j b
X

<=X >=X

de forma que 7y j se vayan acercando hasta cruzarse, y finalmente intercam-

biemos v/a] con v/j]

— El invariante se obtiene generalizando la postcondicién con la introduccion
de dos variables nuevas, 7 7, que indican el avance por los dos extremos del
subvector

a+tl < i < j+1 < b+l A
todos los elementos desde “a+1” hasta “i1-1” son < v[a] A
todos los elementos desde “j+1” hasta “b” son > v[a]

— Condicion de repeticion
El bucle termina cuando se cruzan los indices 7y j, es decir cuando se cum-
ple 7 ==;+1,y, por lo tanto, la condicién de repeticion es
1 <=}
A la salida del bucle, el vector estara particionado salvo por el pivote v/a/. Pa-
ra terminar el proceso basta con intercambiar los elementos de las posiciones
ay j, quedando la particién en la posicion ;.

P =1;

aux = v[a];
vla] = vlpl;
vlp] = aux;

— Expresiéon de acotacion
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C:j—-1i+1

— Accidn de inicializacidén

1 = a+l;
J = b;
Esta accion hace trivialmente cierto el invariante porque v/(a+1).(==1)] y

v/(j+1) .. b] se convierten en subvectores vacios.

— Accion de avance

El objetivo del bucle es conseguir que 7y 7 se vayan acercando, y ademas se
mantenga el invariante en cada iteracién. Para ello, se hace un analisis de
casos comparando las componentes »/i/ y v/j] con v/a/

— i< o]
— Incrementamos 7
—  vfj] 2v]al
—> decrementamos ;
— i) > vfa] &&ofj] < vfa]
— intercambiamos #/z/ con »/j/, incrementamos /7 y decrementamos /

De esta forma el avance del bucle queda

if (vli] <=v][a]l )1 =1 + 1;
else if (V[j] >=vVv]lal )j =] - 1;
else 1f ( (vli] > vlaD) && (vl < viaD) ) {

aux = v[i];

vii] = vlil:
v[i] = aux;
1 =1+ 1;
i=13-1

}

Notese que las dos primeras condiciones no son excluyentes entre si pero si
con la tercera, y, por lo tanto, la distincién de casos se puede optimizar te-
niendo en cuenta esta circunstancia.
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Con todo esto el algoritmo queda:

void particion ( TElem v[], Int a, int b, Int &p ) {
// Pre: 0 <= a <= b <= num-1

int i, j;
TElem aux;
1 = a+l;
J = b;
while (1 <= j ) {
it C (v[i] > vl[a]) & (v@i]1 < viaD) ) {
aux = v[i1]; v[i] = vl[il:; vli] = aux;
1 =1 +1; 3 =3 -1;
+
else {
if (v[i]l<=v[a]l )i =1 +1;
}if(V[i] >>vl[a] )3 =13 - 1;
r
pP=13;
aux = v[al; vlal = vipl: vip] = aux;

// Post: 0 <= a<=p<=Db<=num-1ly

// todos los elementos desde “a’ hasta “p-1° son <
vip]l y

// todos los elementos desde “p+1° hasta “b” son >
\}/[p]

void quickSort( TElem v[], int a, int b ) {
// Pre: 0 <= a <=num && -1 <= Db <= num-1 && a <= b+l
int p;
if (a<=b){
particion(v, a, b, p);
quickSort(v, a, p-1);
quickSort(v, p+l1l, b);

// Post: v esta ordenado entre ay b

}

void quickSort ( TElem v[], int num ) {
// Pre: v tiene al menos num elementos y
// num >= 0

quickSort(v, 0, num-1);
// Post: se han ordenado las num primeras posiciones de v

}

Ordenacion por mezcla

> Partimos de una especificacion similar a la del quickSort
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void mergeSort ( TElem v[], int num ) {
// Pre: v tiene al menos num elementos y
// num >= 0

mergeSort(v, 0, num-1);

// Post: se han ordenado las num primeras posiciones de v

}

void mergeSort( TElem v[], int a, int b ) {
// Pre: 0 <= a <=num && -1 <= Db <= num-1 && a <= b+l

// Post: v estd ordenado entre ay b
b5

> Planteamiento recursivo.
Para ordenar el subvector »/a..b]

— Obtenemos el punto medio » entre ¢ y b, y ordenamos recursivamente los
subvectores v/a..m]y v/(m+1)..b].

— Mezclamos ordenadamente los subvectores v/a.zz] y v/(m+1)..b] ya ordena-

dos.

a m m+1 b
35|6,2|28|50(1,1| 45

Ordenacion
recursiva de las
v dos mitades

a m m+1 b
28| 35/6,2| 1,11 45| 5,0

Mezcla

> Analisis de casos
— Casodirecto:a=>b

El subvector esta vacio o tiene longitud 1 y, por lo tanto, esta ordenado.

Pona>b = a=>bva=>b+tl
QA (@a=bva=>btl) =v =V
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— Caso recursivo: a<b

Tenemos un subvector de longitud mayor o igual que 2, y aplicamos el
planteamiento recursivo:

— Dividir v/a..b] en dos mitades. Al ser la longitud > 2 es posible hacer la
divisién de forma que cada una de las mitades tendra una longitud es-
trictamente menor que el segmento original (por eso hemos considera-
do como caso directo el subvector de longitud 1).

— Tomando » = (a+b)/2 ordenamos recursivamente v/a.z] y v/(m+1)..b).

— Usamos un procedimiento auxiliar para mezclar las dos mitades, que-

dando ordenado todo v/a..b).

> Funcion de acotacion.
t(v, a, b) =b -a + 1

> Suponiendo que tenemos una implementacioén correcta para megcla, el proce-
dimiento de ordenaciéon queda:

void mergeSort( TElem v[], int a, int b ) {
// Pre: O <= a <= num && -1 <= Db <= num-1 && a <= b+1

int m;

iIT (a<b) {
m = (atb) / 2;
mergeSort( v, a, m );
mergeSort( v, m+l, b );
mezcla( v, a, m, b );

}

// Post: v estd ordenado entre ay b

}

> Diseno de mezcla.

El problema es que para conseguir una solucion eficiente, O(#), necesitamos
utilizar un vector auxiliar donde iremos realizando la mezcla, para luego copiar
el resultado al vector original.

El problema es que el tamafio del array auxiliar dependera del valor de ay by
en C++ —y en general en cualquier lenguaje de programacién— no es posible
ubicar un array utilizando variables para indicar el tamafo. Es decir, no es co-
rrecta la declaracion:
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void mezcla( TElem v[], int a, int m, int b ) {
TElem u[b-a+l1];

}

En C++ podemos resolver este problema aprovechandonos de la “dualidad
puntero-array’: el identificador de un array es un puntero al primer elemento
del array’, lo cual nos permite crear el array auxiliar con la declaracion

TElem *u = new TElem[b-a+1];
De esta forma, # se puede tratar como un array de /—a+7 elementos, aunque al
tinal del procedimiento, deberemos liberar el espacio que ocupa

delete[] u;

La idea del algoritmo es colocarse al principio de cada subvector e ir tomando,
de uno u otro, el menor elemento, y asi ir avanzando. Uno de los subvectores
se acabara primero y habra entonces que copiar el resto del otro subvector. En
el array auxiliar tendremos los indices desplazados pues mientras el subvector a
mezclar es v/a..b/, en el array auxiliar tendremos los elementos almacenados en
v/0..b—a], y habra que ser cuidadoso con los indices que recorren ambos arrays.

_k
a m b
v
0 m-a b-a
u

i j

Con todo esto, el procedimiento de mezcla queda:

void mezcla( TElem v[], int a, int m, int b ) {

// Prez: a<=m<by

// v esta ordenado entre a y m y v esta ordenado entre
m+tl y b

TElem *u = new TElem[b-a+1];
int i, j, k;

for ( k = a; k <= b; k+t+ )
u[k-a] = v[Kk];

1 Mi4s sobre esto en el tema 3
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1 = 0;
J = m-at+l;
k = a;
while ( (i <= m-a) & <= b-a) ) {
iIf C ulil <= uj]l X{
vlk] = u[i1];
=1+ 1;
} else {
vik]l = ulil;
1 =1 +1;
}
k = k + 1;

while (1 <=m-a ) {

vLK] = u[i];
1= ;

= i+l
k = k+1;
Y _
while ( J <= b-a ) {
vkl = ulil;
J = J+1;
k = k+1;

}
delete[] u;
// Post: v estd ordenado entre ay b

}
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Cota inferior de la complejidad para los algoritmos de ordenacion basados en
intercambios

>

Dado un algoritmo 4 de ordenacién basado en intercambios, se tienen los si-
guientes resultados sobre la cota inferior de su complejidad en el caso peor,
T \(n), tomando como tamano de los datos la longitud del vector:

(a) Ta(n) € Qn-log n)

(b) Tu(n) € Q(r), en el caso de que A sélo efectie intercambios de compo-
nentes vecinas.

Para demostrar (4) razonamos sobre el nimero de comparaciones que €s nece-
sario realizar en el caso peor. Segun el resultado de cada comparacion, realiza-
remos o no un intercambio.

Con una comparacion podemos generar 2 permutaciones distintas, segun si
realizamos o no el intercambio; con dos comparaciones podemos generar 2
permutaciones, y asi sucesivamente, de forma que con 7 comparaciones pode-
mos obtener 2’ permutaciones distintas.

En el caso peor, deberemos considerar un nimero de comparaciones que nos
permita alcanzar cualquiera de las #! permutaciones posibles:

ZtZﬂ!:>ZL210g(ﬂ!) = t2c-n-logn
realizando # comparaciones, la complejidad del algoritmo debe ser
Ty(m)yztzc-n-logn=T,(n) € Qn-log n)

Para demostrar (b)) definimos una medida del grado de desorden de un vector,
como el niamero de znversiones que contiene

lﬂV(ﬂ, Za/) c>def Z </ A V[ Z] > V[j]
un vector estara ordenado si contiene 0 inversiones.
El caso peor se tendra cuando el vector esté ordenado en orden inverso, don-
de el nimero de inversiones sera

Eil<i<n:ni)2c-n

Si usamos un algoritmo que solo realiza intercambios entre componentes veci-

nas, a lo sumo podra deshacer una inversion con cada intercambio, y, por lo
. , , . . 2

tanto, en el caso peor realizara un nimero de intercambios del orden de 7

Ta(n) € Q)
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2.3 Analisis de algoritmos recursivos

2.3.1 Ecuaciones de recurrencias

> La recursiéon no introduce nuevas instrucciones en el lenguaje, sin embargo,
cuando intentamos analizar la complejidad de una funcién o un procedimiento
recursivo nos encontramos con que debemos conocer la complejidad de las
llamadas recursivas ...

La definicion natural de la tunciéon de complejidad de un algoritmo recursivo
también es recursiva, y viene dada por una o mas ecuaciones de recurrencia.

> Cilculo del factorial.
Tamano de los datos: #
Caso directo, 7 =1:T(n) = 2
Caso recursivo:
— 1 de evaluar la condicién +
— 1 de evaluar la descomposicién 7»—71 +
— 1 de la asignacion de # * fact(n—1) +

— T(#-1) de la llamada recursiva.

2 sin=1
Ecuaciones de recurrencia: T(n) =
3+ T(n-1) sin>1

> Multiplicacién por el método del campesino egipcio.
Tamano de los datos: 7 = b
Caso directo, 7 =0, 1: T(n) = 3
En ambos casos recursivos:
— 4 de evaluar todas las condiciones en el caso peor +
— 1 de la asignacién +
— 2 de evaluar la descomposicion 2*ay b div 2 +

— T(n/2) de la llamada recursiva.

3 sin=0,1
Ecuaciones de recurrencia: T(n) =
7+ T(n/2) sin>1
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>

Para calcular el orden de complejidad no nos interesa el valor exacto de las
constantes, ni nos preocupa que sean distintas (en los casos directos, o cuando
se suma algo constante en los casos recursivos): jestudio asintético!

Numeros de fibonacci.
Tamafio de los datos: #

Co sin=20,1
Ecuaciones de recurrencia:  T(n) =

Tnr—=1)+Tn-2)+c sin>1

Ordenacion rapida (guicksor?)
Tamafio de los datos: 7 = num
En el caso directo tenemos complejidad constante ¢,

En el caso recursivo:

— El coste de la particién: ¢ - 7 +

— El coste de las dos llamadas recursivas. El problema es que la disminu-
cién en el tamafo de los datos depende de los datos y de la eleccion del
pivote.

— El caso peor se da cuando el pivote no separa nada (es el maximo o el
minimo del subvector): ¢, + T(#—1)

— El caso mejor se da cuando el pivote divide por la mitad: 2 - T(n/2)

Ecuaciones de recurrencia Co stn=20
en el caso peor: T(n) =

T=1)+c-n+c, sinz=1
Ecuaciones de recurrencia Co stzn=10
en el caso mejor: T(n) =

2-T(n/2)+c-n sin>1

Se puede demostrar que en promedio se comporta como en el caso mejor.

Cambiando la politica de eleccion del pivote se puede evitar que el caso peor
sea un vector ordenado.
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2.3.2 Despliegue de recurrencias

> Hasta ahora, lo tnico que hemos logrado es expresar la funciéon de compleji-
dad mediante ecuaciones recursivas. Pero es necesario encontrar una férmula
explicita que nos permita obtener el orden de complejidad buscado.

> El objetivo de este método es conseguir una formula explicita de la funcion de
complejidad, a partir de las ecuaciones de recurrencias. El proceso se compone
de tres pasos:

1. Despliegue. Sustituimos las apariciones de T en la recurrencia tantas veces
como sea necesario hasta encontrar una férmula que dependa del nimero
de llamadas recursivas A.

2. Postulado. A partir de la formula paramétrica resultado del paso anterior
obtenemos una férmula explicita. Para ello, se obtiene el valor de £ que nos
permite alcanzar un caso directo y, en la férmula paramétrica, se sustituye £
por ese valor y la referencia recursiva T por la complejidad del caso directo.

3. Demostracién. La férmula explicita asi obtenida sélo es correcta st la recu-
rrencia para el caso recursivo también es valida para el caso directo. Pode-
mos comprobarlo demostrando por inducciéon que la férmula obtenida
cumple las ecuaciones de recurrencia.

Ejemplos
> Factorial.
2 sin=20
T(n) =
3+T(n-1) sin>0
— Despliegue

T(n) =3 +T(h-1) =3 +3 +T(n-2) =3+ 3+ 3+ T(n-3)
= 3.k + T(n=k)
— Postulado
El caso directo se tiene para 7 = 0
n-k=0«k=n
T(N) =3n+T(M-N) =3n+TO)=3n+2=3-n-1
por lo tanto T(n) € O(n)
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> Multiplicacién por el método del campesino egipcio.

3 stn=0,1
T(n) =
7+ Tn/2) sin>1

— Despliegue
T(N) =7 +T(/2) =7 + (7 +T(W/2/2)) =7 + 7 + 7 +
T(n/2/2/2)

=7 . k + T(n/2%

— Postulado
Las llamadas recursivas terminan cuando se alcanza 1
n/2k =1 < k = 1log n

T(n) =7 - log n + T(n/21gn) = 7 . log n + T(1)
=7 -logn+ 3

por lo tanto T(#) € O(log 7)

Si £ representa el numero de llamadas recursivas ¢qué ocurre cuando & = /log
no tiene solucién entera?

La complejidad T(#) del algoritmo es una funcién mondtona no decreciente, y,
por lo tanto, nos basta con estudiar su comportamiento sélo en algunos pun-
tos: los valores de # que son una potencia de 2. Esta simplificacién no causa
problemas en el calculo asintético.

> Numeros de Fibonacci.

Co sin=0,1
T(n) =
T(n—=1) + T(n-2) + ¢ sin>1

Podemos simplificar la resolucién de la recurrencia, considerando que lo que
nos interesa €s una cota supetrior:

Tn)<2-Tn-1)+c, stn>1
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— Despliegue:
T(n)

C1
C1
C1

C1

A A A IA
+ + + +
NN NN

IA

— Postulado

*
*
*
*

T(n-1)

(c1 + 2 * T(n=-2))
(ci +2* (c1 + 2 * T(n-3)))
C1 + 22 * cy + 28 * T(n-3)

k-1
ci- Y. 21+ 2 T(n-K)
i=0

Las llamadas recursivas terminan cuando se alcanzan 0 y 1. Debido a la

simplificacién anterior, consideramos 1.

n-k =1 < k =n-1

~N.,
Il

n
T(n) < c1 -
z
n
= Cl .
n
= Cl .

~N.,

_Z_l

—_

) =c- (@ -1) + co -

= (Cco + C1)

—_ O

)

)

2i + 2k T(n—k)

2i + 2n T(n—n+1)

2i + 20 T(1)

'2n—Cl

2n

donde en (*) hemos utilizado la férmula para la suma de progresiones

geomeétricas:

r'=
=0

r—1

r#1

Por lo tanto T(7) € O(2")

Las funciones recursivas multiples donde el tamano del problema se disminuye
por sustraccion tienen costes prohibitivos, como en este caso donde el coste es

exponencial.
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2.3.3 Resolucion general de recurrencias

> Utilizando la técnica de despliegue de recurrencias y algunos resultados sobre
convergencia de series, se pueden obtener unos resultados teéricos para la ob-
tencién de férmulas explicitas, aplicables a un gran nimero de ecuaciones de
recurrencias.

Disminucion del tamahno del problema por sustraccion

> Cuando: (1) la descomposicién recursiva se obtiene restando una cierta canti-
dad constante, (2) el caso directo tiene coste constante, y (3) la preparacion de
las llamadas y de combinacion de los resultados tiene coste polindémico, enton-
ces la ecuacidn de recurrencias sera de la forma:

Co st0<7<n,
T(n) =
a-T(nb)+c-n si 72 n,
donde:

— ¢, es el coste en el caso directo,

— a 21 es el nimero de llamadas recutrsivas,

— b 21 esladisminucién del tamafio de los datos, y

— ¢ #" es el coste de preparacion de las llamadas y de combinacién de los re-

sultados.

Se puede demostrar:

O™ sta=1
T) e
0@ ™™  sia>1

Vemos que, cuando el tamafio del problema disminuye por sustraccion,
— En recursion simple (a=1) el coste es polindomico y viene dado por el pro-
ducto del coste de cada llamada (c7") y el coste lineal de la recursion ().

— En recursion multiple (a>1), por muy grande que sea b, el coste siempre es
exponencial.
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Disminucion del tamaho del problema por division

> Cuando: (1) la descomposicion recursiva se obtiene dividiendo por una cierta
cantidad constante, (2) el caso directo tiene coste constante, y (3) la prepara-
cion de las llamadas y de combinacién de los resultados tiene coste polindmi-
co, entonces la ecuacion de recurrencias sera de la forma:

C st0<n<n,
Tn) =
a-T(n/b)+c- si 7 2 n,
donde:
— ¢, es el coste en el caso directo,
— a2>1 es el numero de llamadas recursivas,
— b 2=2es el factor de disminucion del tamafio de los datos, y

— ¢ - 7" es el coste de preparacion de las llamadas y de combinacién de los re-
sultados.

Se puede demostrar:

O sia <b"
T(n) e O -logn)  sia=Db"
0(n'°80%y  sia> b

Si a <V la complejidad depende de #* que es el término que proviene de ¢ - #*
en la ecuacidn de recurrencias, y, por lo tanto, la complejidad de un algoritmo
de este tipo se puede mejorar disminuyendo la complejidad de la preparacion
de las llamadas y la combinacién de los resultados.

Sia > KFlas mejoras en la eficiencia se pueden conseguir

— disminuyendo el nimero de llamadas recursivas « o aumentando el factor de
disminucion del tamafio de los datos 4, o bien

— optimizando la preparacién de las llamadas y combinacion de los resultados,
pues, si esto hace disminuir £ suficientemente, podemos pasar a uno de los
otros casos: @ = I o incluso a < /.
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Ejemplos

> Suma recursiva de un vector de enteros.
Tamano de los datos: 7 = num

Recurrencias:

o stn=0
T(n) =
T(n-1)+c sin>0

Se ajusta al esquema tedrico de disminucion del tamafio del problema por sus-
traccion, con los parametros:

a=1,b=1,k=0

Estamos en el caso 2 = 1, por lo que la complejidad resulta ser:

O = O(n)

> Busqueda binaria.
Tamano de los datos: 7 = num

Recurrencias:

C stn=20
T(n) =
T(n/2) + ¢ sin>0

Se ajusta al esquema tedrico de disminucién del tamafio del problema por divi-
si6n, con los parametros:

a=1,b=2k=0
Estamos en el caso @ =/ y la complejidad resulta ser:

O(#" - log n) = O(n" - log n) = O(log )

> Ordenaciéon por mezcla (mzergesor?).
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Tamano de los datos: 7 = num

C stn<1
T(n) =
2-T(n/2) +c-n sin>2

donde ¢ - 7 es el coste del procedimiento wezcla.

Se ajusta al esquema tedrico de disminucién del tamafo del problema por divi-
si6n, con los parametros:

a=2b=2 k=1
Estamos en el caso @ = /° y la complejidad resulta ser:

O(#" - log n) = O(n - log 1)
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2.4 Transformacion de recursivo a iterativo

> En general un algoritmo iterativo es mas eficiente que uno recursivo porque la
invocacion a procedimientos o funciones tiene un cierto coste.

> El inconveniente de transformar los algoritmos recursivos en iterativos radica
en que puede ocurrir que el algoritmo iterativo sea menos claro, con lo cual se
mejora la eficiencia a costa de perjudicar a la facilidad de mantenimiento.

Legible y
bien documentado

Compromiso

programa

ideal

Correcto Eficiente

Fdcil de mantener
y reutilizar

> En los casos mas sencillos (recursion final), ciertos compiladores nos liberan
de este compromiso porque son capaces de transformar automaticamente las
versiones recursivas que nosotros programamos en versiones iterativas equiva-
lentes (que son las que en realidad se ejecutan).
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2.4.1 Transformacion de la recursion final

> El esquema general de un procedimiento recursivo final es:

void nombreProc ( 12 X1, . 5, T™n Xn , 01 & V1, . , Om & Yn ) {
// Precondicion
// declaracion de constantes

T1 X177 .- I Tn Xn® ; [/ X’
if (d(x) )
J = 9(X);

else if ( —d(x) ) {
X = s(X);
nombreProc(x “, 7);

// Postcondicion

}

> Podemos imaginar la ejecucion de una llamada recursiva nombreProc(X, j) co-
mo un “bucle descendente”

X — nombreProc(X, 7)

\J

nombreProc(s(X), 7)

\J

nombreProc(Sz(fc), J)

\

nombreFunc(s"(x), j) = 7 = g(s"(X))

En realidad, hay otro “bucle ascendente” que va devolviendo el valor de 7;
sin embargo, cuando la recursién es final no se modifica j y podemos
ignoratrlo.

> Existe una traduccion directa a la version iterativa del esquema anterior:
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void nombreProcltr ( 11 X2, .. , Th Xn , 01 & Y1,

// Precondicion
// declaracion de constantes

Ty X177 --- 3 tn Xn® ; 1/ X’

// Postcondicion

}

— Este paso se puede realizar de forma mecanica.

,Sm&ym)

— Se puede demostrar que la correccion del algoritmo recursivo garantiza la

del algoritmo iterativo obtenido de esta manera.

— Si en la version recursiva se han tenido que anadir parametros adicionales
para permitir la obtencién de un planteamiento recursivo, en la version itera-
tiva se pueden sustituir dichos parametros por variables locales, inicializadas

correctamente.
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Ejemplos
> Version recursiva final del factorial.

int acuFact( int a, Int n ) {
// Pre: a>=04&& n >=0

int r;
if (n== ) r = a;
else if ( n> 0 ) r = acuFact( a*n, n-1 );
return r;
// Post: devuelve a * n!

}

int fact( int n ) {
// Prez: n >=0

return acuFact( 1, n );

// Post: devuelve n!

by

Para aplicar mecanicamente el esquema, tenemos que ajustarla al esquema ge-
neral de recursion final, lo que nos obliga a declarar las variables locales &’ y 7.
La variable extra a se convierte en una variable local inicializada a 1.

int fact( int n ) {
// Prez n>=0

int a, r, a>, n’;

a=1;
a’ = a;
n” = n;
while ( n” >0 ) {
a’> =a" *n";
n” =n” - 1;
} 4
r = a’;
return r;
// Post: devuelve n!
+

Si eliminamos las variables innecesarias y sustituimos el bucle while por un bu-
cle for , obtendremos la version iterativa habitual de la funcién factorial.



Diseno de algoritmos recursivos 48

> Busqueda binaria.

int buscaBin( TElem v[], TElem x, int a, int b ) {
int p, m;

if (a==">b+1)
p=a-1;
else if (a<=Db) {
m = (atb) / 2;
if (v[m] <= x)
p = buscaBin( v, x, m+l, b );
else
p = buscaBin( v, X, a, m-1);
>

return p;

by
int buscaBin( TElem v[], int num, TElem x ) {

return buscaBin(v, x, 0, num-1);

}

Aplicando el esquema, incluyendo las variables extra @ y 4 como variables loca-
les y haciendo algunas simplificaciones obvias obtenemos:

int buscaBin( TElem v[], int num, TElem x ) {

int a, b, p, m;

a = 0;
b = num-1;
while (a<=b

a = m+l
else
b = m-1;
}
p=a-1;
return p;

b5
2.4.2 Transformacion de la recursion lineal

> En su formulacién mas general necesita del uso de una pila, un tipo abstracto
de datos que estudiaremos en un tema posterior. En ese punto estudiaremos
este tipo de transformaciéon como una aplicacién de las pilas.
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2.4.3 Trasformacion de la recursion multiple

> En su formulacién mas general necesita usar arboles generales. Por ello, no
trataremos este tipo de transformaciones. Sin embargo, si nos ocuparemos de
un caso especialmente interesante, la implementacion iterativa de la ordena-
cion por mezcla, ya que la version iterativa puede hacerla aun mas eficiente.

> Version recursiva.

void mergeSort( TElem v[], int a, int b ) {
// Pre: O <= a <= num && -1 <= b <= num-1 && a <= b+1

int m;

if (a<b){
m = (atb) / 2;
mergeSort( v, a, m );

mergeSort( v, m+l, b );
mezcla( v, a, m, b );

// Post: v esta ordenado entre ay b

}

void mergeSort ( TElem v[], int num ) {
// Pre: v tiene al menos num elementos y
// num >= 0

mergeSort(v, 0, num-1);

// Post: se han ordenado las num primeras posiciones de v

}

¢Coémo funcionaria una version iterativa?

> Veamos graficamente como funciona la version recursiva.

Avance de las llamadas recursivas.
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26 5 77 1 61 11 59 15 48 19
N

26 5 77 1 61 11 59 15 48 19

26 5 77 1 61 11 59 15 48 19
N ~ O\ O\

26 5 77 1 61 11 59 151 | 48 19

O\

26 5 11 59

Retroceso de las llamadas recursivas y combinaciéon de los resultados.

26| | 5 1] |59

NS NS

5 26| (77| | 1] ]61] |11 59| [15] 48] |19
N NS N NS

5 26 77| |1 61|11 15 59| {19 48

NS NS
15 26 61 77|[11 15 19 48 59
NS
15 11 15 19 26 48 59 61 77

¢Coémo funcionaria una version iterativa?
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> La idea de la transformacion consiste en obviar la fase de avance de la recur-
sién, y comenzar directamente por los casos base, realizando la combinacion
de los subvectores mediante la operacion de mezcla.

26| [ 5] [77] | 1| |o6t| |11 [59] [15] [48] [19

NS NS NS NS NS

5 261 77|11 61|59 15| [19 48
NS NS

15 26 77|[11 15 59 61| [19 48

NS

!

1 5 11 15 26 59 61 77| |19 48

NS
15 11 15 19 26 48 59 61 77

>  Version iterativa.

void mergeSort ( TElem v[], int num ) {
// Pre: v tiene al menos num elementos y
// num >= 0

int a, b, I;

1 = 1;
whille ( I < num ) { // no se ha ordenado el subvector entero
a=1;
while ( a+tl-1 < num-1 ) { // queda mas de un subvector por mez
b=a+ 2*I - 1;
if (b>num-1)

b = num-1;
mezcla( v, a, a+l-1, b );
a=a+ 2*l;
¥
1 =2 *1;
}

// Post: se han ordenado las num primeras posiciones de v

}
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2.5 Tecnicas de generalizacion

>

>

>

En este tema, ya hemos utilizado varias veces este tipo de técnicas (también
conocidas como Z#nicas de inmersion), con el objetivo de conseguir planteamien-
tos recursivos.
La ordenacion rapida

void quickSort( TElem v[], int a, int b ) {

// Pre: 0 <= a <= num && -1 <= b <= num-1 && a <= b+l

// Post: v estd ordenado entre ay b

}

void quickSort ( TElem v[], int num ) {
// Pre: v tiene al menos num elementos y
// num >= 0

// Post: se han ordenado las num primeras posiciones de v

}

Ademas de para conseguir realizar un planteamiento recursivo, las generaliza-
ciones también se utilizan para

— transformar algoritmos recursivos ya implementados en algoritmos recursi-

vos finales, que se pueden transformar facilmente en algoritmos iterativos.

— mejorar la eficiencia de los algoritmos recursivos afiadiendo parametros y/o

resultados acumuladores.

La version recursiva final del factorial
int acuFact( Iint a, int n ) {
// Pre: a>=0&& n >=0

// Post: devuelve a * n!

}

int fact(C int n ) {
// Pre: n >=0

// Post: devuelve n!

}

Decimos que una accidén parametrizada (procedimiento o funcién) F es una
generalizacion de otra accion fcuando:

— Ftene mas parametros de entrada y/o devuelve mas resultados que /.
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— Particularizando los parametros de entrada adicionales de F a valores ade-
cuados y/o ignorando los resultados adicionales de F se obtiene el compot-
tamiento de f.

En el ejemplo de la ordenacion rapida:
—  f:v0id guickSort ( TElem v[ ], int num )
—  F:void guickSort( TElem v ], int a, int b))
— En F se sustituye el parametro num por los parametros a y b. Mientras f

siempre se aplica al intervalo O .. #zum-1, F se puede aplicar a cualquier sub-
intervalo del array determinado por los indices « .. b.

— Particularizando los parametros adicionales de F como a = 0, b = num-1, se
obtiene el comportamiento de /. Razonando sobre las postcondiciones:

v esta ordenado entre ay b nAa=0AaAb = num-1
= se han ordenado las num primeras posiciones de v

En el ejemplo del factorial:
— fraint fact(int n )
— F:int acuFact(int a, int 1)

— En F se ha afiadido el nuevo parametro « donde se va acumulando el resul-
tado a medida que se construye.

— Particularizando el parametro adicional de F como & = 7, se obtiene el com-
portamiento de /- Razonando sobre las postcondiciones:

devuelve a * nt A a =1
= devuelve n!
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Planteamientos recursivos finales

> Dada una especificacion E; pretendemos encontrar una especificacion Ep mas
general que admita una solucién recursiva final.
El resultado se ha de obtener en un caso directo y, para conseguirlo, lo que
podemos hacer es afiadir nuevos parametros que vayan acumulando el resulta-
do obtenido hasta el momento, de forma que al llegar al caso directo de F, el
valor de los pardmetros acumnladores sea el resultado de f.

> Para obtener la especificacion Ey a partir de E;;

— Fortalecemos la precondicion de E; para exigir que alguno de los parametros
de entrada ya traiga calculado una parte del resultado.

— Mantenemos la misma postcondicién.

> Ejemplo: el producto escalar de dos vectores
int prodEsc( int u[], int v[], int num ) {
// Pre: “u” y “v” contienen al menos “num” elementos
int r;

if ( num == 0 )
else if ( num > 0 )
Vv, num-1 );

0;
v[num-1]*u[num-1] + prodEsc( u,

r
r

return r;
// Post: devuelve el sumatorio para i1 desde O hasta “num-1-
// de u[1] * v[i], es decir, el producto escalar de u
Yy V
+

Para obtener la precondicion de la generalizacion recursiva final afladimos un
nuevo parametro que acumula la parte del producto escalar calculado hasta el
momento por el algoritmo recursivo.

int prodEscGen( int u[], int v[], int num, int a ) {
// Pre: “u” y “v” contienen al menos “num” elementos y

// a es i1gual al sumatorio para 1 desde el valor
inicial
// de “num-1° hasta “num” de v[i]*u[i]

// Post: devuelve el sumatorio para i1 desde 0O hasta “num-1-
// de u[1] * v[i], es decir, el producto escalar de u
Yy Vv

+
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Para esta especificacion resulta sencillo encontrar un planteamiento recursivo
final:

int prodEscGen( int u[], int v[], int num, int a ) {
// Pre: “u’ y “v” contienen al menos “num” elementos y

// a es igual al sumatorio para 1 desde el valor
inicial
// de “num-17 hasta “num” de v[i]*u[i1]
int r;
it ( num == 0 )
r = a;

else if ( num > 0 )
r = prodeEscGen( u, v, num-1, a + v[num-1]*u[num-1] );
return r;

// Post: devuelve T 1 - 1 <1 <N - u[1] * v][i]
3+

int prodEsc( int u[], int v[], int num ) {
// Pre: “u” y “v” contienen al menos “num” elementos

return prodtEscGen(u, v, num, 0);

// Post: devuelve el sumatorio para i1 desde 0O hasta “num-1-
// de u[1] * v[i], es decir, el producto escalar de u

y V
}

Donde hemos fijado a 0 el valor inicial del parametro acumulador.

> El uso de acumuladores es una técnica que tiene especial relevancia en lengua-
jes en los que sélo se dispone de recursion. Esta es la forma de conseguir fun-
ciones recursivas eficientes.
En programacion imperativa tiene menos sentido pues, en muchos casos, re-
sulta mas natural obtener directamente la solucién iterativa.
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2.5.1 Generalizacion por razones de eficiencia

>

Suponemos ahora que partimos de un algoritmo recursivo ya implementado y
que nos proponemos mejorar su eficiencia introduciendo parametros y/o re-
sultados adicionales.

Se trata de simplificar algin calculo auxiliar, sacando provecho del resultado
obtenido para ese calculo en otra llamada recursiva. Introducimos parametros
adicionales, o resultados adicionales, segin si queremos aprovechar los calcu-
los realizados en llamadas anteriores, o posteriores, respectivamente. En oca-
siones, puede interesar afiadir tanto parametros como resultados adicionales.

Generalizacion con parametros acumuladores

>

>

Se aplica esta técnica cuando en un algoritmo recursivo fse detecta una expre-
sion e¢(X), que sélo depende de los parametros de entrada, cuyo calculo se
puede simplificar utilizando el valor de esa expresion en anteriores llamadas re-
cursivas.

Se construye una generalizaciéon I que posee parametros de entrada adiciona-
les 4, cuya funcién es transmitir el valor de ¢(X). La precondicién de F se
plantea como un fortalecimiento de la precondicién de f

P'(d, %) ©P(X) A d=e(X)
mientras que la postcondiciéon se mantiene constante
Q(a,x, )= Q(x, 7)

El algoritmo F se obtiene a partir de fdel siguiente modo:

— Se reutiliza el texto de f, reemplazando e(x') por 4

— Se disefia una nueva funcién sucesor s'(d, X'), a partir de la original s(x'), de

modo que se cumpla:
{ 2= e(xX) n =d(X) }
(a’, x°) =s’(a, X)

{ X" =s(X) Ana’” =e(x’) }

La técnica resultara rentable cuando en el calculo de 4’ nos podamos aprove-
char de los valores de 4 y X para realizar un calculo mas eficiente.
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> Ejemplo: funcién que calcula cuantas componentes de un vector son iguales a
la suma de las componentes situadas a su derecha:

int numCortesDer( int v[], int num ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

// Post: devuelve el numero de posiciones entre O y num-1

// que cumplen que su valor es i1gual a la suma de las
componentes

// situadas a su derecha.

// Se considera que la suma a la derecha de v[num-1]
es O

by

Para obtener un planteamiento recursivo, es necesario generalizar esta especi-
ficacion, afladiendo un parametro que nos indique en qué posicion del array
nos encontramos.

Hasta ahora no habia sido necesario realizar este tipo de generalizaciones en
algoritmos recursivos sobre vectores porque utilizabamos el parametro num
para indicar el avance por el array. En este caso, sin embargo, debemos man-
tener zum pues en cada llamada recursiva se hace necesario obtener la suma
desde la posicion actual hasta num—1.

int numCortesDerGen( Int v[], Int num, int 1 ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

// O <=1 <= num-1

// Post: devuelve el numero de posiciones entre O e i

// que cumplen que su valor es igual a la suma de las
componentes

// situadas a su derecha.

// Se considera que la suma a la derecha de v[num-1]
es O

by
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La implementacion de esta generalizacion

int numCortesDerGen( Int v[], Int num, int 1 ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos
// 0O <=1 <= num-1

int r, s, j;

ifF (i <0)
r = 0;
else 1T (1 >=0) {
s = 0;
for ( J = 1+1; j < num; j++ )
s = s + Vv][il
if (s == v[1] )
r = numCortesDerGen( v, num, i-1 ) + 1;
else
r = numCortesDerGen( v, num, 1-1 );
3+
return r;
// Post: devuelve el numero de posiciones entre 0 e i
// que cumplen que su valor es igual a la suma de las
componentes
// situadas a su derecha.
// Se considera que la suma a la derecha de v[num-1]
es O

}

int numCortesDer( int v[], int num ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

return numCortesDerGen( v, num, num-1);

// Post: devuelve el numero de posiciones entre 0 y num-1

// que cumplen que su valor es i1gual a la suma de las
componentes

// situadas a su derecha.

// Se considera que la suma a la derecha de v[num-1]
es O

+

Observamos que este algoritmo de complejidad O(#°) (n = num) se podria op-
timizar st en el calculo de la suma de las componentes s utilizasemos el resulta-
do de la llamada anterior. Es decir, en este caso queremos optimizar el calculo

de la expresion s, v) = 27 : i <j < num : vfj].

Para obtener la nueva generalizacion:
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— Eliminamos el parametro 7 porque ahora podemos utilizar 7 para indicar
la posiciéon actual dentro del array.

— Anadimos un nuevo parametro s donde se recibira la suma de las compo-
nentes hasta num, y fortalecemos la precondicion para incluir las condiciones
sobre el nuevo parametro

P*(v, num, s) : s es igual a la suma desde num hasta el
valor inicial
de num-1

La implementacion de esta nueva generalizacion:

int numCortesDerGen( int v[], int num, int s ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos
// s es 1gual a la suma desde num hasta el valor
inicial
// de num-1
int r;
if ( num == 0 )
r = 0;
else if ( num > 0 )
iIf ( s == v[num-1]
r = numCortesDerGen( v, num-1, s+v[num-1] ) + 1;
else
r = numCortesDerGen( v, num-1, s+v[num-1] );

3+

return r;
// Post: devuelve el numero de posiciones entre O y num
// que cumplen que su valor es igual a la suma de las
componentes
// situadas a su derecha, hasta el valor inicial de
num-1.
// Se considera que la suma a la derecha de v[num-1]
es O

}

int numCortesDer( int v[], int num ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

return numCortesDerGen( v, num, 0);
// Post: devuelve el numero de posiciones entre 0 y num-1

// que cumplen que su valor es igual a la suma de las
componentes

// situadas a su derecha.

// Se considera que la suma a la derecha de v[num-1]
es O

+

Una vez que hemos conseguido mejorar la complejidad —ahora es de O(n)—, es
inmediato obtener otra generalizacion, afiadiendo un parametro mas, que con-
vierta esta funcion en recursiva final.
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Generalizacion con resultados acumuladores

>

>

>

Se aplica esta técnica cuando en un algoritmo recursivo fse detecta una expre-
sion e(X ', 7 '), que puede depender de los parametros de entrada y los resulta-
dos de la llamada recursiva, cuyo calculo se puede simplificar utilizando el
valor de esa expresion en posteriores llamadas recursivas. Obviamente, si la ex-
presion depende de los resultados de la llamada recursiva, debe aparecer des-

pués de dicha llamada.

Se construye una generalizaciéon F que posee resultados adicionales 4, cuya
funcién es transmitir el valor de ¢(xX, 7). La precondiciéon de F se mantiene

constante

P (%) o P(%)
mientras que la postcondiciéon de F se plantea como un fortalecimiento de la
postcondicion de f

— —_

(X, b, ) o QUX, J)Ab =e(x, J)

El algoritmo F se obtiene a partir de fdel siguiente modo:

— Se reutiliza el texto de £, reemplazando «(%', §") por b'

_ Se afiade el cilculo de 5, de manera que la parte b =¢(§,%) de la

postcondicion Q'(X,b,7) quede garantizada, tanto en los casos directos
como en los recursivos.

La técnica resultara rentable siempre que I sea mas eficiente que f.

Ejemplo: cuantas componentes de un vector son iguales a la suma de las com-
ponentes que la preceden.

int numCorteslzq( int v[], int num ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

// Post: devuelve el numero de posiciones i1 entre O y num-1

// que cumplen que su valor es i1gual a la suma de las
componentes

// que le preceden.

// Se considera que la suma que precede a v[0] es O

+

Cuya implementacion:
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int numCorteslzq( int v[], int num ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

intr, s, j;

if ( num == 0 )

r = 0;
else 1if (num >0 ) {
s = 0;
for ( J = 0; J < num-1; j++ )
s = s + Vv[jl;

iIf ( s == v[num-1] )

r = numCorteslzq( v, num-1 ) + 1;
else

r = numCorteslzq( v, num-1 );

+

return r;
// Post: devuelve el numero de posiciones i1 entre O y num-1
// que cumplen que su valor es i1gual a la suma de las
componentes
// que le preceden.
// Se considera que la suma que precede a v[0] es O
+

Observamos que este algoritmo de complejidad O(#) (# = num) se podria op-
timizar si en el calculo de la suma de las componentes s utilizasemos el resulta-
do obtenido en la llamada recursiva. Es decir, en este caso queremos optimizar

el calculo de la expresion s, ) = 27 : 0 < i <N : p/i]. Para ello:
— Anadimos un nuevo resultado s donde se devolvera la suma de las compo-

nentes situadas a izquierda de z#m. Como se devuelven dos resultados, de-
bemos convertir la funcién en un procedimiento.

— Fortalecemos la postcondicién para incluir las condiciones sobre el nuevo
resultado

Q”(v,num, r, s): r es i1gual el numero de posiciones i1 entre
O y num-1

que cumplen que su valor es i1gual a la suma de las
componentes

que le preceden y

s es 1gual a la suma de las componentes de v desde O
hasta num-1

Y la implementacion de la generalizacion:

void numCorteslzqGen( int v[], int num, Int& r, Int& s ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos
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>

iIf (num == 0 ) {
r 0;
S 0;

+

else if (num > 0 ) {
numCorteslzqGen( v, num-1, r, s );
if ( s == v[num-1] )

r=r + 1;
s = s + v[nhum-1];
by
// Post: r es igual el numero de posiciones 1 entre 0y
num-1
// que cumplen que su valor es igual a la suma de las
componentes
// que le preceden y
// s es 1gual a la suma de las componentes de v desde O
hasta num-1
// Se considera que la suma que precede a v[0] es O

}

int numCorteslzq( int v[], int num ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

int r, s;

numCorteslzgGen( v, num, r, s );

return r;
// Post: devuelve el numero de posiciones i1 entre 0 y num-1
// que cumplen que su valor es igual a la suma de las
componentes
// que le preceden.
// Se considera que la suma que precede a v[0] es O
by

Hemos conseguido pasar de complejidad cuadratica a complejidad lineal.

¢Se te ocurre como se podria conseguir una version recursiva final del algorit-
mo?

Para conseguir que sea recursivo final es necesario:

— afladir un parametro acumulador donde se almacene el nimero de posicio-
nes que cumplen la condicién, y
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— recorrer el array de izquierda a derecha en lugar de hacerlo de derecha a iz-
quierda, y, para ello, necesitamos afiadir un nuevo parametro que controle la
posicion del array por la que vamos.

De esta forma:

int numCorteslzqGen( int v[], int num, int a, int s, Int i

// Pre: v contiene al menos num elementos

// O <=1 <=numy s es igual a la suma desde 0 hasta
i-1vy
// a acumula el numero de componentes desde 0O hasta i1-
1 que
// cumplen la condicioén
int r;
if (1 ==num)
r = a;
else if (1 <num) {
iIf (s = v[I])
r = numCorteslzqgGen( v, num, a+l, s+v[i], 1+l );
else
r = numCorteslzgGen( v, num, a, s+v[i], 1+1 );
+
return r;
// Post: r es igual el numero de posiciones i entre 0 y
num-1
// que cumplen que su valor es i1gual a la suma de las
componentes
// que le preceden
+

int numCorteslzg( int v[], int num ) {
// Pre: v contiene al menos num elementos

return numCorteslzqGen( v, num, 0, 0, 0 );

// Post: devuelve el numero de posiciones i1 entre 0 y num-1

// que cumplen que su valor es igual a la suma de las
componentes

// que le preceden.

// Se considera que la suma que precede a v[0] es O

}



